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“En las matemáticas es donde el esṕıritu encuentra los elementos que más anśıa: la
continuidad y la perseverancia”.

Jacques Anatole (1844-1924). Escritor francés.

“En el fondo, los cient́ıficos somos gente con suerte: podemos jugar a lo que queramos
durante toda la vida”.

Lee Smolin F́ısico teórico y cosmólogo.

“Aquel que le gusta la práctica sin la teoŕıa, es como el marino que navega barco sin
timón ni brújula y nunca sabe dónde anclar”.

Leonardo Da Vinci (1452-1519). Artista florentino.
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para mejorar como persona y como estudiante.

A mis amigos, por apoyarme cuando los he necesito y distraerme cuando era necesario.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa (CONACYT), por el apoyo otorgado, el
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Resumen.

Los problemas inversos están relacionadas con la determinación de causas de un efecto
observado ó deseado, sin embargo existen distintas dificultades en el estudio de estos, una
de ellas es que generalmente no satisfacen los postulados de un buen planteamiento de
Hadamard, es decir, puede suceder que no tenga solución ó que las soluciones no sean
únicas. Los problemas mal planteados ofrecen dificultades numéricas, debidas la mayoŕıa
de las veces a la dependencia discontinua de las soluciones respecto de los datos.

Para abordar el mal planteamiento de los problemas inversos se utilizan los métodos de
regularización, los cuales buscan restaurar la estabilidad de las soluciones con relación a
los datos. El objetivo de este trabajo es revisar la teoŕıa de Regularización de Problemas
Mal Planteados, aśı como, ejemplificar las dificultades que se presentan en la solución de
problemas inversos y la forma en que son resueltas. Aśı mismo, aplicaremos la teoŕıa vista
en este trabajo abordando el problema de calor con retroceso en el tiempo para 1 y 2
dimensiones.
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CAṔITULO 1

Introducción.

1.1. Objetivo

El presente trabajo de tesis tiene como propósito estudiar la teoŕıa general existente
sobre regularización de problemas mal planteados. Asimismo se pretende hacer una revisión
de los principales métodos de regularización. Por último, se realizarán los códigos computa-
cionales de dichos métodos y se aplicarán al problema de calor con retroceso en el tiempo
para 1 y 2 dimensiones.

1.2. Motivación

Normalmente en matemáticas pensaŕıamos que los problemas se presentan de forma
directa, es decir, tenemos una ecuación y deseamos encontrar la solución, o bien dada una
causa, y un modelo asociado, deseamos conocer el efecto. Sin embargo, los problemas no
siempre se presentan de esta manera, ya que en ocasiones tenemos la solución o efecto de
un modelo, pero no sabemos que es lo que esta causando que el modelo nos de tal efecto.
Otro problema que se puede presentar es que dada la causa y el efecto, queremos identificar
el modelo. A estos dos problemas se les conocen como problemas inversos.
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1.2. Motivación 12

Un ejemplo sencillo para ilustrar estos conceptos, es el sistema lineal

Ax = b, con A ∈ Rn×n, b ∈ Rn.

El problema directo es encontrar la solución b (efecto) a partir de x (la causa) y de A
(el modelo); mientras que un problema inverso consiste en encontrar x dados A y b.

Los problemas inversos siempre han estado presentes en la ciencia, por ejemplo Aristóteles
dećıa que la Tierra es redonda basándose en un razonamiento inverso. El observó que las
formas que la luna presentaba cada mes son del tipo recto, concavo y convexo, y además
notó que durante los eclipses lunares, cuando la sombra de la Tierra se proyecta sobre la
Luna, la ĺınea del cono de sombra es siempre curva, lo cual es debido a la forma de la
Tierra. En [8], se puede ver con mayor detalle este ejemplo.

Regresemos al ejemplo del sistema lineal. Notemos que la solución es única para el
problema directo. Sin embargo, para el problema inverso puede suceder que la solución no
exista, tenga una infinidad de soluciones, y en el mejor de los casos que tenga solución
única. No obstante, que tenga solución única no garantiza que la solución del problema se
pueda obtener computacionalmente en forma estable. Cuando se presenta alguno de estos
casos decimos que el problema es mal planteado.

Como se mencionó anteriormente, existen distintas dificultades en el estudio de los
problemas inversos, una de ellas es que generalmente no satisfacen los postulados de un
buen planteamiento de Hadamard [6]. Los problemas mal planteados ofrecen dificultades
numéricas, debidas la mayoŕıa de las veces a la dependencia discontinua de las soluciones
respecto de los datos.

Definición 1.2.1. (Postulados de Hadamard).

i) Para todo dato, la solución existe.

ii) Para todo dato, la solución es única.

iii) La solución depende continuamente de los datos.

Para abordar el mal planteamiento de los problemas inversos se utilizan los métodos
de regularización, los cuales buscan restaurar la estabilidad de las soluciones con relación
a los datos. En términos generales la regularización es una aproximación de un problema
mal planteado por medio de una familia cercana de problemas bien planteados.

Algunos avances en la ciencia y la tecnoloǵıa han sido posibles gracias a la solución
de problemas inversos, y por tanto, el campo de estos problemas es uno de los que han
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tenido un mayor crecimiento en matemáticas aplicadas e industriales. Algunos problemas
involucran la determinación de las leyes f́ısicas a través de observaciones indirectas, sensores
remotos, astronomı́a, la reconstrucción de hechos pasados de la observación de la situación
actual, entre otros. No obstante, el crecimiento en la investigación de los problemas inversos
también se debe al desarrollo de computadoras más poderosas y a métodos numéricos más
efectivos para la solución de los problemas asociados.

En este primer caṕıtulo realizaremos una introducción detallada sobre la teoŕıa elemen-
tal de Regularización de problemas mal planteados basándonos en la bibliograf́ıa estándar.
Aśı mismo, describiremos que es un problema inverso mostrando ejemplos que ilustren el
mal planteamiento en este tipo de problemas.

En el Caṕıtulo 2, describiremos la idea del mal planteamiento y regularización formali-
zando algunos conceptos básicos y enfocandonos en un ejemplo donde mostraremos gráfica y
anaĺıticamente que dificultades se presentan en la solución de problemas inversos. Usando la
descomposición en valores singulares (SVD) mostraremos la inestabilidad de los problemas
inversos, y además nos enfocamos en dos métodos básicos de regularización: TSVD (SVD
truncado) y de Tijonov para resolver estas dificultades. Aśı mismo, veremos de manera
general la relación entre mı́nimos cuadrados y la regularización de problemas inversos.
Cabe mencionar que existen diversos métodos de regularización distintos a los que vamos
a estudiar en este trabajo uno de ellos son los métodos de regularización estad́ısticos los
cuales se pueden revisar en [23].

En el Caṕıtulo 3, realizaremos una revisión de la teoŕıa de Operadores Compactos, la
inversa generalizada y métodos de optimización, para aśı tener herramientas para resolver
los problemas inversos que abordaremos en el Caṕıtulo 4, los cuales consisten en solucionar
el problema de calor con retroceso en el tiempo para 1 y 2 dimensiones.

1.3. Algunos Conceptos Básicos

1.3.1. Problemas Inversos

Los modelos matemáticos son ampliamente usados para la descripción e investigación
de diferentes procesos y fenómenos. Una clase importante de problemas son los modelos
matemáticos con caracteŕısticas desconocidas, las cuales deben ser obtenidas en función de
los datos observados; a este proceso se le llama problema inverso. Dichos problemas surgen
en los casos en que el proceso en śı es inaccesible para la observación o bien es demasiado
caro acceder a tal observación. En otras palabras, los problemas inversos deben determinar
las causas si se conocen los resultados de las observaciones. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.3.1. Supongase que tenemos un cierto cuerpo en un espacio inaccesible para
nosotros. Supongase también que podemos iluminar este cuerpo desde diferentes puntos
y registrar la sombra de este cuerpo. Con estas suposiciones tenemos la siguiente configu-
ración matemática del problema inverso: determinar la forma del cuerpo si las proyecciones
ortogonales en diferentes planos son conocidas.
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Ejemplo 1.3.2. Gran parte del trabajo en la medición de campos f́ısicos puede describirse
como se indica a continuación. En la entrada tenemos la señal x(t), en la salida registramos
la función y(t). El modelo lineal simple es definido por la formula

∫ t

0
K(t, τ)x(τ) = y(t), (1.1)

donde K(t, τ) es una función conocida. Aśı, el problema inverso consiste en resolver la
ecuación integral de Volterra de primer orden (1.1), donde la función K(t, τ) y y(t) son
dadas y x(t) es desconocida.

El aspecto importante de los problemas inversos es que la información inicial es conocida
solo en forma aproximada, dado que surge como resultado de un experimento. Esto es
debido a que, los aparatos con los cuales se mide la información tienen un cierto nivel de
incertidumbre. De modo que, los métodos para resolver los problemas inversos deben de
tener una cierta estabilidad con respecto a perturbaciones en los datos iniciales.

1.3.2. Problemas Bien y Mal Planteados

Los problemas inversos generalmente no satisfacen los postulados del buen planteamien-
to en el sentido de Hadamard. Estos postulados los introdujo Hadamard en el contexto de
estudio de los problemas de la f́ısica matemática. A continuación reescribimos los postulados
de Hadamard de manera formal en el contexto de espacios métricos [6]:

Sea X, Y espacios métricos, T : X → Y un operador lineal y x ∈ X el dato inicial, tal
que

Tx = y, y ∈ Y. (1.2)

El problema (1.2) es llamado bien-planteado en los espacios Y, X, si satisface las siguientes
condiciones:

(i) Para cada x ∈ X la solución del problema existe.

(ii) Para cada x ∈ X la solución del problema es única.

(iii) La solución y del problema depende continuamente de los datos, es decir, hay estabili-
dad respecto de los datos.

Un problema se denomina mal-planteado si al menos no cumple una de las condiciones
anteriores. No obstante, el buen y mal planteamiento de los problemas no dependen única-
mente del operador, también puede depender del espacio X donde el dato inicial es dado.
Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 1.3.3. Considere la ecuación integral de Fredholm de primer tipo

∫ b

a
K(t, s)x(s)ds = y(x), c ≤ t ≤ d, (1.3)

donde K(t, s) y y(t) son dados, el problema consiste en encontrar x(s). Supongamos que
K(t, s), Kt(t, s), Ks(t, s) son continuas en el rectángulo c ≤ t ≤ d, a ≤ s ≤ b, y(t) ∈ C[c, d]
y x(s) ∈ C[a, b]. El problema es mal planteado, ya que falla la condición (iii), como se
demuestra a continuación:

La prueba de que la condición (iii) falla para la ecuación (1.3) es la siguiente, conside-
remos la sucesión

xn(s) = x0(s) + n sin(n2s), n = 0, 1, . . .

tal que

yn(t) =
∫ b

a
K(t, s)xn(s)ds n = 0, 1, . . .

Ahora vamos a estimar ||yn − y0||C[c,d].

|yn(t)− y0(t)| =
∣∣∣∣
∫ b

a
K(t, s)xn(s)ds−

∫ b

a
K(t, s)x0(s)ds

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ b

a
K(t, s)n sin(n2s)ds

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
[
− 1

n
K(t, s) cos(n2s)

]b

a

+
1
n

∫ b

a
Ks(t, s) cos(n2s)ds

∣∣∣∣∣

≤ 1
n

k1

donde Ks(t, s) denota la derivada parcial de K(t, s) respecto de s, y la constante k1 no
depende de n, entonces

||yn − y0||C[c,d] ≤
1
n

k1 n = 1, 2, . . .

ĺım
n→∞ ||yn − y0||C[c,d] = 0.

Luego, para n suficientemente grande y0 y yn se encuentran arbitrariamente cerca una de
otra. Por otra parte, observamos que para las funciones xn(s)

ĺım
n→∞ ||xn − x0||C[a,b] = ĺım

n→∞ ||n sin(n2s)||C[a,b] = ∞.

Por lo tanto, se concluye que no hay estabilidad respecto de los datos.
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Ejemplo 1.3.4. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

Ax = y, (1.4)

donde A es una matriz de n× n, y, x ∈ Rn.

Si detA 6= 0, entonces para cada vector y ∈ Rn existe una única solución de (1.4):
x ∈ Rn tal que x = A−1y, donde A−1 es la matriz inversa de A. De esta solución se sigue
que la solución depende continuamente de los datos. En el caso donde el detA = 0, el
sistema (1.4) no tiene solución para cada y ∈ Rn, y si, para algún y0 la solución existe,
entonces esta no es única. Por lo tanto, si el detA = 0, el problema es mal planteado.

1.3.3. Operadores de primer y segundo tipo

La mayoŕıa de los problemas inversos son formulados como en (1.2), es decir

Tx = y.

donde T es un operador que puede ser lineal o no lineal. Este problema es bien planteado
si cumple con las condiciones del buen planteamiento mencionadas anteriormente. Estas
condiciones implican que el problema (1.2) es bien planteado si el operador inverso T−1

existe y es continuo en Y . Los siguientes dos teoremas son útiles para poder describir los
operadores de primer y segundo tipo en el caso lineal.

Teorema 1.3.1. Sea X y Y espacios de Banach y T : X → Y un operador lineal acotado
e inyectivo, entonces existe el operador inverso T−1 : Y → X.

De este teorema, se sigue que para un operador lineal continuo e inyectivo T , que mapea
sobre espacios de Banach, el problema de resolver (1.2) es bien planteado, [2]. Este Teorema
muestra, además, una cierta dependencia entre las condiciones de buen-planteamiento y el
problema de resolver Tx = y sobre espacios de Banach.

Por otro lado, si T es un operador lineal completamente continuo, entonces la ecuación
(1.2) es llamada ecuación del operador lineal de primer tipo. Un ejemplo importante es la
ecuación de la integral de Fredholm de primer tipo

Tx =
∫ b

a
K(t, s)x(s)ds = y(t), c ≤ t ≤ d. (1.5)

donde K(t, s) y y(t) son conocidas, y deseamos determinar a x(s). Este problema es mal
planteado (ver ejemplo 1.3.3). Cabe mencionar que muchos de los problemas inversos se
pueden reducir a operadores de primer tipo, o en un caso particular de la ecuación integral
de Fredholm de primer tipo.
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Ahora, la ecuación

x− Tx = y (1.6)

se define como la ecuación del operador lineal de segundo tipo. Donde T : X → X es
un operador lineal completamente continuo, y X un espacio de Banach. Formularemos el
teorema de la solubilidad de la ecuación (1.6) y de la existencia del operador inverso I−T ,
donde I es el operador identidad.

Teorema 1.3.2. La ecuación (1.6) es soluble para cada y ∈ X si, y solo si, la ecuación
homogénea x − Tx = 0 tiene solución única y esta es la trivial x = 0. En este caso, el
operador inverso (I − T )−1 existe.

De este teorema se sigue que la solución de la ecuación (1.6) es bien-planteada si la
ecuación x−Tx = 0 tiene solo la solución trivial, [2]. Sin embargo, si la ecuación x−Tx = 0
tiene soluciones distintas a la trivial, entonces el problema (1.6) es mal-planteado.

Un ejemplo importante de (1.6) es la ecuación integral de Fredholm de segundo tipo

x(t)−
∫ b

a
K(t, s)x(s)ds = y(t), a ≤ t ≤ b. (1.7)

Aqúı, el kernel K(t, s) satisface la condición

∫ b

a

∫ b

a
K2(t, s)dsdt < ∞,

y x, y ∈ L2[a, b].
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CAṔITULO 2

Conceptos básicos para la Teoŕıa de Regularización de Problemas
Inversos.

En este caṕıtulo vamos a introducir la idea general del término de “mal planteamiento”
y “regularización”. Por ejemplo, en el modelado de flujo de aguas subterráneas, se estiman
parámetros del material de un acúıfero a partir de mediciones de la presión de un fluido que
sumerge al acúıfero. Desafortunadamente, un poco de ruido en los datos puede hacer que
las estimaciones tengan errores enormes, lo que provoca el mal planteamiento del problema
inverso. Afortunadamente, se han desarrollado técnicas matemáticas conocida como los
métodos de regularización, lo cual hacen más estables las estimaciones.

También veremos un enfoque muy general de la relación de mı́nimos cuadrados y regu-
larización de problemas inversos. En el siguiente caṕıtulo vamos a formalizar algunos de
los conceptos que veremos en este.

2.1. Ejemplo Ilustrativo de Problemas Inversos.

Consideremos la ecuación integral de convolución de primer tipo de Fredholm:

g(x) =
∫ 1

0
k(x− s)f(s)ds ≡ (Kf)(x), 0 < x < 1 (2.1)

Esta es la versión unidimensional de un modelo de imagen óptica en dos dimensiones. En
este modelo, f representa la intensidad de la fuente de luz en función de la posición espacial,
y g representa la intensidad de la imagen. El kernel k caracteriza los efectos de difuminación
(efectos borrosos) que se producen durante la formación de la imagen. El Gaussiano

19



2.1. Ejemplo Ilustrativo de Problemas Inversos. 20

k(x) = C exp
{
− x2

2γ2

}
(2.2)

donde C y γ son parámetros positivos, es el kernel que modela los efectos promedio en
tiempos largos de la turbulencia atmosférica sobre la propagación de luz, [27].

El problema directo (forward problem), asociado con el modelo de la ecuación (2.1) es
el siguiente: Dada la fuente f y el kernel k, determine la imagen borrosa g.

El problema inverso es el de nuestro interés y, es el siguiente: Dado el kernel k y la
imagen borrosa g, determinar la fuente f . A primera vista, la solución a este problema
parece directo; podemos simplemente discretizar la ecuación (2.1) para obtener un sistema
linear discreto Kf = d. Por ejemplo, aplicando la cuadratura del punto medio al operador
K, sea h = 1/n y x = xj = jh, donde 1 ≤ j ≤ n. Entonces, obtenemos

(Kf)(xi) = h

∫ 1

0
k(xi − s)f(s)ds

≈ h
n∑

j=1

k(xi − xj)f(xj)

= h
n∑

j=1

k(ih− jh)f(jh)

= h
n∑

j=1

C exp(−((i− j)h)2

2γ2
)f(xj)

= Kf

por tanto K tiene entradas

[K]ij = hC exp
{
−((i− j)h)2

2γ2

}
, 1 ≤ i, j ≤ n. (2.3)

Si la matriz K es no singular, entonces podemos hacer la aproximación discreta de
K−1d para calcular f . Para obtener una buena aproximación de la cuadratura, n debe
ser relativamente grande. A pesar de que K es invertible, su número de condición crece
conforme n crece, aśı que los posibles errores introducidos en d se pueden amplificar mucho
cuando se resuelva el sistema. Ciertos errores, como aquellos debidos a la cuadratura,
pueden ser controlados. Otros, como el ruido en el dispositivo de la grabación de la imagen,
no se pueden controlar en un ajuste práctico. Consecuentemente, este enfoque directo de
la solución es probable que falle. El siguiente ejemplo muestra que aśı es.

Asumimos que la solución exacta del sistema discreto

Kf = d (2.4)
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es

ftrue =





0.75, 0.1 < x < 0.25,
0.25, 0.3 < x < 0.32,
sin4(2πx), 0.5 < x < 1,
0, en otro caso.

(2.5)

Ahora, generamos los n datos de la imagen borrosa dtrue, resolviendo el problema directo
(2.4), considerando xj = jh en el intervalo [0, 1] y agregando ruido a los datos, es decir,
d = dtrue + η, donde |ηi| < 0.01, con parámetros γ = 0.05 y C = 1/γ

√
2π.

En la Figura 2.1 se ilustra la función fuente ftrue(x), y la imagen borrosa dtrue con y
sin ruido, asumiendo n = 56.

Figura 2.1: Problema Directo
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Ejemplo 2.1.1. Supongase n = 56 datos, resolvemos el problema inverso del sistema
discreto (2.4) cuando se parte de los datos d con ruido. En la Figura 2.2 se muestra que
existe un problema de inestabilidad en la aproximación de f. Esto se debe al error que se
introduce al calcular la matriz K, y a que su número de condición es muy grande.

Figura 2.2: Problema Inverso sin Regularización

Este es un claro ejemplo de la inestabilidad que se puede presentar cuando resolvemos
un problema inverso. De hecho, al resolver el problema inverso con datos con muy poco
”ruido”, el resultado aproximado es enormemente lejano al verdadero. La inestabilidad se
manifiesta mediante una amplificación tremenda del ”ruido” en el proceso de solución.

Nota: En el ejemplo anterior, el sistema f = K−1d se resuelve utilizando la descomposición
en valores singulares (SVD) de la matriz K, es decir K = UΣV T con U y V matrices
ortogonales y Σ la matriz diagonal de valores singulares de K. Por lo tanto:

ftrue = V Σ−1UT (2.6)

En el Apéndice B se incluye una descripción de la descomposición en valores singulares de
una matriz.
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2.2. Regularización de Problemas Inversos

Como vimos en el ejemplo anterior un pequeño error en los datos produce una gran
desviación de la solución exacta del problema inverso. Esta inestabilidad surge debido a la
división por los pequeños valores singulares (σi) de K, los cuales amplifican el error en los
datos durante el proceso de solución, como se muestra a continuación:

Los datos d son de la forma
d = Kftrue + η, (2.7)

donde η es el ruido introducido por errores de medición. Como K es invertible y dtrue =
Kftrue, entonces

f = K−1d

= ftrue + K−1η

= ftrue + V Σ−1Uη

= ftrue +
n∑

i=1

σ−1
i (uT

i η)vi. (2.8)

Como puede observarse el ruido η, por muy pequeño que sea, es amplificado en la
proporción de 1/σi, el cual puede ser muy grande si σi es muy pequeño, es decir, si K es
mal condicionada. Por lo tanto, la amplificación del error

e = f − ftrue (2.9)

debido a σ−1
i puede llegar a ser desastroso, y es lo que provoca el crecimiento desmedido del

error (explosión) en la solución del problema inverso anterior. Para controlar el crecimiento
de este error es necesario controlar el crecimiento de los términos σ−1

i cuando σi es pequeño.
Esto se logra mediante una técnica denominada regularización, que consiste en multiplicar
σ−1

i en (2.8) por una función filtro de regularización wα(σ2
i ), para la cual el producto

wα(σ2
i )σ

−1 → 0 cuando α → 0. Esta función filtra (desecha) las componentes de K−1d en
(2.8) correspondientes a valores singulares pequeños y produce una aproximación fα a ftrue

de la forma:

fα = V diag(wα(σ2
i )σ

−1
i )UT d

=
n∑

i=1

wα(σ2
i )σ

−1
i (uT

i d)vi, (2.10)

donde α es llamado el parámetro de regularización o valor umbral. Para retener algún
nivel de precisión, se deben retener las componentes singulares correspondientes a valores
singulares grandes y desechar o amortiguar las componentes con valores singulares pequeños
en (2.10). Esto se logra tomando wα(σ2

i ) ≈ 1 para valores σi grandes. Un ejemplo de filtro
es el denominado filtro TSVD (SVD truncado), dado por:
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fα =
∑

σ2
i >α

σ−1
i (uT

i d)vi.

El filtro más común es el denominado filtro de Tijonov:

fα =
n∑

i=1

σ2
i

σ2
i + α

σ−1
i (uT

i d)vi

Ejemplo 2.2.1. Con el objeto de ilustrar el efecto de la regularización para resolver el
problema Kf = d (2.4), consideramos el caso cuando n = 80 en (2.3).

La matriz K construida es muy mal condicionada y cualquier intento por resolver el
sistema (2.4) sin regularización produce los resultados mostrados en la Figura 2.2. De hecho,
en la Figura 2.3 se muestran los valores singulares de la matriz construida. Se observa que
los valores singulares de menor valor son extremadamente pequeños, del orden de 10−17, y
amplificaran tremendamente el ruido en los datos, por muy pequeño que este sea. Por otro
lado, en la Figura 2.4 se muestran algunos de los vectores singulares vi de la matriz K,
concretamente, se muestran las gráficas de v1, v5, v15 y v80. Se observa que los modos de
valor pequeño son suaves y de baja frecuencia (pocas oscilaciones), mientras que los vectores
singulares de mayor valor, como v80, son de alta frecuencia (altamente oscilatorios). Los
vectores singulares de frecuencia alta, corresponden a los valores singulares más pequeños, y
afectan la aproximación degradandola en mayor grado que los vectores singulares de menor
frecuencia.

Figura 2.3: Valores Singulares de K para n = 80
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Vector singular v1. Vector singular v5.

Vector singular v15. Vector singular v80.

Figura 2.4: Algunos vectores singulares: v1, v5, v15, v80.

Resultados utilizando la regularización TSVD

Al utilizar el filtro SVD truncado (TSVD), la aproximación de la ecuación (2.10) toma
la forma

fα =
∑

σ2
i >α

σ−1
i (uT

i d)vi (2.11)

la cual depende del valor α > 0, pues este valor indica el valor singular a partir del cual
truncamos la serie, permitiendo mayor ó menor regularización del problema. Entre más
pequeño se escoja α, menor regularización se obtiene y la solución tendrá oscilaciones
fuertes, mientras que a mayor valor de α, mayor regularización se obtiene y la solución
aproximada será más suave. En la Figura 2.5 se muestra la gráfica de la solución aproximada
fα considerando n = 56 para diferentes valores de α: 0.8, 0.01, 0.001, 10−4, 10−5 y 10−6,
donde se comprueba que, efectivamente, a mayor α, mayor regularización y mayor suavidad
en la solución. El menor error ||fα − ftrue|| se obtiene con α ≈ 10−2. En la Figura 2.6 se
muestra la dependencia del error ||fα − ftrue|| con respecto al parámetro de regularización
α.
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Filtro TSVD, α =0.8 Filtro TSVD, α =0.01

Filtro TSVD, α = 0.001 Filtro TSVD, α = 1× 10−4

Filtro TSVD, α = 10−5 Filtro TSVD, α = 1× 10−6

Figura 2.5: Regularización por Filtros de TSVD
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Figura 2.6: Norma del error de Solución de TSVD ||fα − ftrue||.

Resultados utilizando regularización de Tijonov

En este caso, la aproximación de la ecuación (2.10) toma la forma

fα =
n∑

i=1

σ2
i

σ2
i + α

σ−1
i (uT

i d)vi

= (KT K + αI)−1KT d

(2.12)

la cual depende del parámetro de regularización. A continuación demostraremos la ecuación
2.12
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fα =
n∑

i=1

1
σ2

i + α
σi(uT

i d)vi

=
n∑

i=1

1
σ2

i + α
viσi(uT

i d)

=
n∑

i=1

1
σ2

i + α
(V ΣUT )d

=
n∑

i=1

1
σ2

i + α
(UΣV T )T d

=
n∑

i=1

1
σ2

i + α
KT d

=
n∑

i=1

1
σ2

i (vivT
i )(uT

i ui) + α
KT d

=
n∑

i=1

1
σ2

i (vi(uT
i ui)vT

i ) + α
KT d

=
n∑

i=1

1
(viσiuT

i )(uiσivT
i ) + α

KT d

= ((V ΣUT )(UΣV T ) + αI)−1KT d

= ((UΣV T )T (UΣV T ) + αI)−1KT d

= (KT K + αI)−1KT d

Al igual que en el caso anterior con α = 0 en (2.12) se obtiene la solución sin regulari-
zación, y a medida que aumentamos el valor de α, se obtiene mayor regularización, por lo
que el efecto de inestabilidad en los vectores de frecuencia alta se amortigua, obteniendo
soluciones más suaves pero con mayor error. Esto se ilustra en la Figura 2.7, en donde se
muestra la solución aproximada fα considerando n = 56 con α = 0.8, 0.01, 0.001, 10−4,
10−5 y ×10−6. Con el filtro de Tijonov el mı́nimo error se obtiene con α ≈ 10−3, a diferencia
del filtro TSVD en donde el mı́nimo error se obtiene con α ≈ 10−2. Esto nos indica que
el parámetro de regularización óptimo depende del método de regularización. La figura 2.8
muestra la dependencia del error con respecto al parámetro de regularización.
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Filtro Tijonov, α =0.8 Filtro Tijonov, α =0.01

Filtro Tijonov, α = 0.001 Filtro Tijonov, α = 1× 10−4

Filtro Tijonov, α = 10−5 Filtro Tijonov, α = 1× 10−6

Figura 2.7: Regularización por Filtros Tijonov
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Figura 2.8: Norma del error de Solución de Tijonov ||fα − ftrue||.

Los ejemplos anteriores muestran que existen diferencias en la solución cuando aproxi-
mamos a fα por los dos filtros. Sin embargo, debemos tener especial cuidado en el valor del
parámetro de regularización, ya que tomar el más pequeño posible no siempre es la mejor
opción. En el siguiente apartado llevaremos acabo un análisis para el error de solución.

2.2.1. Análisis del Error

El lado derecho de la ecuación (2.10) define un operador lineal de regularización, el cual
denotamos por Rα, es decir,

fα = Rαd =
n∑

i=1

wα(σ2
i )σ

−1
i (uT

i d)vi.

Ahora si a d = dtrue + η (donde d son los datos con ruido) le aplicamos el filtro de regulari-
zación, obtenemos

Rαd = Rαdtrue + Rαη

= Rα(Kftrue) + Rαη.
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Por lo tanto,
fα = Rα(Kftrue) + Rαη,

y el error de la solución regularizada está dado por:

eα = fα − ftrue

= Rα(Kftrue) + Rαη − ftrue

= {Rα(Kftrue)− ftrue}+ Rαη

= etrunc
α + eruido

α , (2.13)

donde

eruido
α = Rαη (2.14)

=
n∑

i=1

wα(σ2
i )σ

−1
i (uT

i η)vi, (2.15)

y

etrunc
α = Rα(Kftrue)− ftrue

=
n∑

i=1

wα(σ2
i )σ

−1
i (uT

i Kftrue)vi − ftrue

=
n∑

i=1

wα(σ2
i )σ

−1
i {(KT ui)T ftrue}vi − ftrue

=
n∑

i=1

wα(σ2
i )σ

−1
i {(σivi)T ftrue}vi − ftrue

=
n∑

i=1

wα(σ2
i )σ

−1
i {σiv

T
i ftrue}vi − ftrue

=
n∑

i=1

wα(σ2
i )(v

T
i ftrue)vi − ftrue.

Expandiendo ftrue en gen{v1, v2, . . . , vn}, donde los vi son los vectores singulares de K
por la derecha, obtenemos

ftrue =
n∑

i=1

(vT
i ftrue)vi, (2.16)

aśı que

etrunc
α =

n∑

i=1

[
wα(σ2

i )− 1
]
(vT

i ftrue)vi. (2.17)
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Llamamos etruc
α al error de truncamiento de la solución debido a la regularización, [27].

Esto cuantifica la información perdida debido al filtro de regularización, y el término eruido
α

es llamado el error por amplificación del ruido. Mostramos que, tanto para el filtro TSVD
como para el filtro Tijonov, el parámetro de regularización α puede ser seleccionado de
manera que garantice que estos dos errores converjan a cero cuando el nivel del ruido
δ → 0. Donde

δ = ||η||. (2.18)

Primero consideramos el error de truncamiento. Para ambos filtros

wα(σ2
i ) =





σ2
i

σ2
i +α

Tijonov

{
1 Si σ2

i > α
0 Si σ2

i ≤ α

}
TSV D




→ 1 cuando α → 0

y por tanto a partir de la ecuación (2.17)

etruc
α → 0 cuando α → 0.

Se observa que, en realidad, etrunc
α no depende directamente del nivel del ruido. Ahora,

para tratar con el error de amplificación del ruido, primero demostraremos que ambos
filtros satisfacen

wα(σ2
i )σ

−1
i ≤ α−1/2 (2.19)

Para el filtro TSVD

wα(σ2
i ) =

{
1, Si σ2

i > α,
0, Si σ2

i ≤ α.

Luego

wα(σ2
i )σ

−1
i =

{
σ−1

i Si σ2
i > α,

0 Si σ2
i ≤ α.

Aśı que

wα(σ2
i )σ

−1
i = σ−1

i si σ2
i > α.

Es decir

σi > α1/2 implica wα(σ2
i )σ

−1
i = σ−1

i
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Por lo tanto

σ−1
i ≤ α−1/2 implica wα(σ2

i )σ
−1
i ≤ α−1/2.

Ahora, para el filtro Tijonov

wα(σ2
i ) =

σ2
i

σ2
i + α

,

es decir

wα(σ2
i )σ

−1
i =

σi

σ2
i + α

.

Obsérvese que σ
σ2+α

≤ α−1/2 si, y solo si, α1/2 ≤ σ + α
σ . Entonces definimos la siguiente

función q(σ) = σ + α
σ y calculamos sus mı́nimos. Para ello hacemos

q′(σ) = 1− α

σ2
= 0,

y entonces
σ = α1/2.

Como
q′′(α1/2) =

2α

σ3
|σ=α1/2 > 0,

entonces σ = α1/2 es el mı́nimo, y además es un mı́nimo estricto. Por lo que

q(α1/2) = 2α1/2.

Por lo tanto
α1/2 < 2α1/2 ≤ σ +

α

σ
∀ σ,

y se concluye que
σ

σ2 + α
≤ α−1/2.

Entonces de (2.15), (2.18) y (2.19) llegamos a que

||eruido
α ||2 =

n∑

i=1

[wα(σ2
i )σ

−1
i ]2||η||2

≤ α−1||η||2
= α−1δ2.
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Por lo tanto

||eruido
α || ≤ α−1/2δ. (2.20)

Sin embargo para que ||eruido
α || → 0 se debe buscar una relación adecuada entre α y δ.

Supongamos que α = δp, entonces

α−1/2δ = α−1/2α1/p = α
2−p
2p ,

por lo que 2−p
2p > 0 si 0 < p < 2. Por lo tanto, si se escoge α(δ) = δp con 0 < p < 2, entonces

eruido
α(δ) → 0 (2.21)

cuando δ → 0.

Ejemplo 2.2.2. En la Figura 2.9 se muestra la gráfica de la solución aproximada fα

usando la regularización de Tijonov y TSVD. Consideramos p = 1, es decir, α = δ = ||η||2,
donde ||η|| = 0.042858 y n = 56.

En este ejemplo, podemos verificar que la desigualdad (2.20) se cumple, ya que α1/2 =
0.2070 y ||eruido

α || para Tijonov y TSVD es 0.0381 y 0.0358 respectivamente.

Regularización por Tijonov. Regularización por TSVD.

Figura 2.9: Problema Inverso Regularizado, donde n = 56 y α = 0.042858
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Ahora en la Figura 2.10 podemos verificar que si escogemos α = δp con 0 < p < 2, la
desigualdad ||eruido

α || ≤ α
2−p

p se cumple tanto para la regularización de Tijonov como la de
TSVD.

Regularización por Tijonov. Regularización por TSVD.

Figura 2.10: ||eruido
α || vs α

2−p
p , considerando n = 56, 0 < p < 2

2.2.2. Grado de Convergencia

Si consideramos cualquiera de los dos filtros de regularización, y asumimos δ ≤ σ2
n, el

cuadrado del valor singular más pequeño, entonces el error de amplificación del ruido es
tolerable incluso sin regularización. Para obtener el grado de convergencia del error de la
solución, necesitamos acotar el error de truncamiento [27]. Asumimos

ftrue = KT z, z ∈ Rn (2.22)

lo cual tiene sentido si KKT es invertible, y válido si K es de rango completo, ya que
Kftrue = KKT z. Ahora bien

ftrue = KT z

=
n∑

i=1

σi(uT
i z)vi.

Luego,

||ftrue|| = zT KKT z

||ftrue||2 = σ2
i ||z||2,
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entonces

||etrunc
α ||2 =

n∑

i=1

[wα(σ2
i )− 1]2[(vT

i ftrue)vi][(vT
i fT

true)vi]

=
n∑

i=1

[wα(σ2
i )− 1]2||ftrue||2

=
n∑

i=1

[wα(σ2
i )− 1]2σ2

i ||z||2

=
n∑

i=1

[wα(σ2
i )σi − σi]2||z||2.

En particular, para el filtro de Tijonov (el análisis es similar para TSVD), obtenemos

||etrunc
α ||2 =

n∑

i=1

[wα(σ2
i )σi − σi]2||z||2

≤ máx
1≤i≤n

[wα(σ2
i )σi − σi]2||z||2

= [
σ3

i

σ2
i + α

− σi]2||z||2

= [
ασi

σ2
i + α

]2||z||2

≤ α||z||2,

en donde en la última desigualdad se ha utilizado (2.19). Lo cual implica que

||etrunc
α || ≤ α1/2||z||. (2.23)

Ahora, tomando la norma de la ecuación (2.13), y considerando la desigualdad del
triángulo y las desigualdades (2.20) y (2.23), se obtiene

||eα|| = ||etrunc
α + eruido

α ||
≤ ||etrunc

α ||+ ||eruido
α ||

≤ α1/2||z||+ α−1/2δ. (2.24)

Deseamos encontrar el error óptimo total, aśı que buscamos el mı́nimo de la función

q(α) = ||z||α1/2 + δα−1/2,
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por medio de

q′(α) =
1
2
||z||α−1/2 − δ

2
α−3/2 = 0.

La solución de esta es

α =
δ

||z|| , (2.25)

la cual es un mı́nimo local estricto debido a que

q′′
(

δ

||z||
)

=
1
4
||z||5/2

δ3/2
> 0.

Por lo tanto, tomando α = δ
||z|| en (2.24) se obtiene

||eα|| ≤ 2||z||1/2δ1/2. (2.26)

Por lo que el error óptimo total del método de regularización es del orden O(
√

δ) siempre
que δ → 0 y, dada la información ftrue ∈ Rango(KT ).

La ecuación (2.25) indica que se elige el parámetro de regularización a “priori”, ya que
suponemos suavidad en los datos (ftrue = KT z), es decir regularidad de la fuente. Se le
llama “priori” porque solo conocemos los datos d y se utiliza información desconocida: nivel
del ruido (δ) y ftrue.

Selección del parámetro α a posteriori.

Una regla de elección del parámetro de regularización se denomina a posteriori si ésta
depende de los datos pero no de información previa de la solución. Una posible regla es el
principio de discrepancia de Morozov [18], que nos dice que los datos regularizados (Kfα)
no deben diferir de los datos dados en una cantidad mayor al nivel del ruido, es decir,

||Kfα − d|| ≤ δ. (2.27)

Los métodos de regularización de TSVD y de Tijonov con la elección del parámetro por
medio del principio de discrepancia son convergentes. Si además asumimos que se cumple
la condición fuerte (2.22), estos dos métodos son de orden óptimo [6], [9], [12].

Lo que sigue a continuación es una versión finito-dimensional del análisis para el princi-
pio de discrepancia aplicada a la regularización de Tijonov. Vamos a simplificar la notación
definiendo el funcional de Discrepancia,

D(α) = ||Kfα − d||
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Como primer paso, establecemos condiciones bajo las cuales existe un valor del parámetro
de regularización para el cual D(α) = δ. Utilizando la representación (2.12) tenemos,

D(α)2 = ||Kfα − d||2
= (Kfα − d)T (Kfα − d)
= fT

α KT Kfα − 2fT
α KT d + dT d

= dT K(KT K + αI)−1KT Kfα − 2fT
α KT d + dT d

= dT K(KT K + αI)−1KT K(KT K + αI)−1KT d− 2fT
α KT d + dT d

= dT K(KT K + αI)−1KT K(KT K + αI)−1KT d− 2dT K(KT K + αI)−1KT d + dT d

= ||(I −K(KT K + αI)−1KT d||2.

Utilizando la descomposición SVD de K, obtenemos

D(α)2 =
n∑

i=1

(
1− σ2

i

σ2
i + α

)2

(uT
i d)2. (2.28)

Es claro que, D(α) es continua respecto a α, y estrictamente creciente, además D(0) = 0 y

ĺım
α→∞D(α) =

(
n∑

i=1

(uT
i d)2

)1/2

= ||d||.

Por lo tanto, si δ ≤ ||d||, existe un único α tal que D(α) = δ, y se denota por α(δ), es decir
D(α(δ)) = δ.

Teorema 2.2.1. Si δ ≤ ||d|| y ftrue = KT z, entonces

i. ||fα(δ)|| ≤ ||ftrue|| (Estabilidad).

ii. ||eα(δ)|| ≤ 2||z||1/2
√

δ, es decir, se obtiene orden óptimo.

Demostración.

i. Como fα se puede representar en su forma variacional, entonces

fα(δ) = arg mı́n
f∈Rn

{||Kf − d||2 + α(δ)||f ||2}

de donde obtenemos que,

||Kfα(δ) − d||2 + α(δ)||fα(δ)||2 ≤ ||Kftrue − d||2 + α(δ)||ftrue||2,

lo cual implica que

D(α)2 + α(δ)||fα(δ)||2 ≤ ||Kftrue − d||2 + α(δ)||ftrue||2,
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y entonces
δ2 + α(δ)||fα(δ)||2 ≤ ||η||2 + α(δ)||ftrue||2,

y como ||η||2 = δ2, entonces se concluye que

||fα(δ)|| ≤ ||ftrue||.

ii. Ahora, vamos a demostrar el orden óptimo,

||eα(δ)||2 = ||fα(δ) − ftrue||2
= ||fα(δ)||2 − 2fT

α(δ)ftrue + ||ftrue||2

≤ 2||ftrue||2 − 2fT
α(δ)ftrue, ya que ||fα(δ)|| ≤ ||ftrue||

= 2fT
trueftrue − 2fT

α(δ)ftrue

= 2(ftrue − fα(δ))
T ftrue

= 2(ftrue − fα(δ))
T KT z

= 2(Kftrue −Kfα(δ))
T z

≤ 2||Kftrue −Kfα(δ)|| ||z||, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
= 2||Kftrue − d + d−Kfα(δ)|| ||z||
≤ 4||Kftrue − d|| ||z||, por la desigualdad del triángulo.
= 4D(α(δ))||z||
= 4δ||z||, ya que δ ≤ ||d||.

Por lo tanto
||eα(δ)|| ≤ 2||z||1/2

√
δ.

¥

2.2.3. Método de Regularización Variacional

Para sistemas muy grandes que son mal condicionados usualmente es impráctico im-
plementar regularización por filtrado directamente, dado que la factorización SVD puede
resultar muy costoso y no muy preciso. Por ello es necesario notar que el método de regu-
larización de Tijonov

fα =
n∑

i=1

σi

σ2
i + α

(uT
i d)vi = (KT K + αI)−1KT d

tiene una representación variacional

fα = arg mı́n
f∈Rn

{||Kf − d||2 + α||f ||2}. (2.29)
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Ahora, si definimos la función ϕ(f) como

ϕ(f) = ||Kf − d||2 + α||f ||2
= (Kf − d)T (Kf − d) + αfT f

= fT KT Kf − 2fT KT d + dT d + αfT f,

entonces fα resuelve

ϕ′(f) = 2KT Kf − 2KT d + 2αf

= 2(KT K + αI)f − 2KT d

= 0,

es decir,
(KT K + αI)fα = KT d. (2.30)

Esta última ecuación proporciona un método diferente para calcular fα. Si α > 0, entonces
la matriz KT K +αI es simétrica y definida positiva, por lo que se pueden utilizar métodos
eficientes, directos o iterativos, para calcular fα. Estos métodos generalmente son mucho
menos costosos que calcular la descomposición SVD de K, especialmente cuando K es una
matriz grande.

La representación variacional puede tener otras ventajas. Por ejemplo en óptica la fuente
de intensidad f es no-negativa. La no-negatividad puede imponerse como restricción de
(2.29). Además el término de mı́nimos cuadrados ||Kf − d||2 puede reemplazarse por otros
funcionales de ajuste de datos. En (2.29) el término ||f ||2 se denomina funcional de pe-
nalización. En términos de proyecciones si d ∈ Im(K) la ecuación (2.4) tiene solución. Sin
embargo, en (2.7), Kftrue ∈ Im(K) pero, η no necesariamente pertenece a Im(K) luego,
en general d 6∈ Im(K). Por lo tanto, en este caso es necesario encontrar fα por medio de
técnicas de mı́nimos cuadrados (ver Figura 2.11).

Figura 2.11: η, d no pertenecen Im(K)



2.2. Regularización de Problemas Inversos 41

2.2.4. Método de Regularización Iterativa

La representación variacional introducida en (2.29) nos permitió observar que fα se
puede calcular mediante la minimización de un funcional, y esto se realiza en forma prácti-
ca mediante la solución de las ecuaciones normales (2.30). El enfoque de mı́nimos cuadrados
se puede aprovechar para formular el problema original Kf = d en términos de la mini-
mización del funcional cuadrático

J(f) = 1
2 ||Kf − d||2

= 1
2fT (KT K)f − fT KT d + 1

2dT d,
(2.31)

por medio de métodos iterativos de tipo descenso en la dirección del gradiente

∇J(f) = KKT f −KT d, (2.32)

en donde el número de iteraciones del método se utiliza como parámetro de regularización.
Por ejemplo, en el método de descenso máximo:

Dado f0, generar {fk}∞k=1

fk+1 = fk − τ∇J(fk), k = 1, 2, . . . (2.33)

en cada iteración el escalar τ se escoge para minimizar J(fk − τ∇J(fk)). Si se fija τ con el
criterio

0 < τ <
1

||K|| ,

se obtiene el método conocido como iteración de Landweber [14]. Con esta elección para τ
el método iterativo es convergente. Para verificarlo, expresamos fk+1 en (2.33) en la forma

fk+1 = Gfk + b

donde G = I − τKT K y b = τKT d.

Ahora, si f0 = ~0, entonces, f1 = b, f2 = Gb + b, f3 = G2b + Gb + b, por lo que

fk = (I + G + . . . Gk−1)b = (I −Gk)(I −G)−1, suponiendo ||G|| < 1

ĺım
k→∞

fk = (I −G)−1b

= (τKT K)−1τKT d
= K−1d = f∗
= K−1dtrue + K−1η
= f.

Sin embargo, no es deseable hacer que k → ∞ pues en este caso habrá inestabilidad por
la amplificación del ruido K−1η debido al mal condicionamiento de K. Por otro lado, la
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condición para que la matriz de iteración G tenga norma menor a 1 es que su radio espectral
sea menor a 1, es decir que sus valores propios tengan magnitud menor a uno. Como G es
simétrica sus valores propios son también sus valores singulares y como

G = I − τKT K = I − τV Σ2V T = V (I − τΣ2)V T ,

entonces sus valores propios son 1− τσ2
i , y estos tienen magnitud menor a uno, śı y solo, śı

−1 < 1− τσ2
i < 1 ⇔ τ <

2
σi

,

por lo que el método de Landweber produce una sucesión convergente (fk) si el parámetro
τ se escoge menor 2/||G||. Esta condición es más débil que la que usualmente se pide, y
que es τ < 1/||G||, como ya se mencionó anteriormente.

Terminaremos esta sección encontrando el filtro asociado al método de Landweber y
presentando un ejemplo. Para encontrar el filtro debemos encontrar el operador de regu-
larización Rk. Primero, obsérvese que

fk = (I −Gk)(I −G)−1b

= (I −Gk)(τKT K)−1τKT d

= (I −Gk)K−1d

= RkK
−1d,

ahora,

Rk = I − (I − τKT K)k)
= I − (I − τV Σ2V T )k)
= V [I − (I − τΣ2)k]V T ,

por SVD

Rk =
n∑

i=1

vi[1− (1− τσ2
i )

k]vT
i

=
n∑

i=1

[1− (1− τσ2
i )

k].

Por lo que el filtro en este caso es

wk(σ2) = 1− (1− τσ2)k. (2.34)
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Nota: Este último muestra que el número de iteraciones k funciona como parámetro de
regularización: a menor k mayor regularización y viceversa. Sin embargo, también
se debe tener cuidado de no utilizar un k demasiado pequeño, ya que podŕıamos
alejarnos de la solución exacta.

Ejemplo 2.2.3. En la Figuras 2.12, 2.13 y 2.14 se muestra la regularización iterativa de
la aproximación de la ecuación 2.5, con parámetro de regularización k =10, 1000, 10000,
respectivamente, aśı como sus correspondientes errores de solución.

||fα − ftrue|| k = 10 y τ = 0.5

k = 1000 y τ = 0.5 k = 10000 y τ = 0.5

Figura 2.12: Regularización Iterativa, usando Descenso Máximo y τ = 0.5, para diferentes
valores de k.
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||fα − ftrue|| k = 10 y τ = 0.97

k = 1000 y τ = 0.97 k = 10000 y τ = 0.97

Figura 2.13: Regularización Iterativa, usando Descenso Máximo y τ = 0.97, para diferentes
valores de k
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||fα − ftrue|| k = 10 y τ = 2.02

k = 1000 y τ = 2.02 k = 10000 y τ = 2.02

Figura 2.14: Regularización Iterativa, usando Descenso Máximo y τ = 2.02, para diferentes
valores de k
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τ = 0.5, k = 100 τ = 0.9, k = 100

τ = 1.7, k = 100 τ = 2.02, k = 100

Figura 2.15: Regularización Iterativa, usando Descenso Máximo, k = 100 y diferentes val-
ores de τ

En los resultados obtenidos, encontramos que, cuando k ≥ 100 el error es relativamente
el mismo para toda τ tal que 0 < τ < 2/||K||; sin embargo cuando τ =0.97≈ 1/||K|| el
error es menor respecto a otros valores de τ , siempre y cuando k < 100. Véase en la Figura
2.15, que en realidad no se observan diferencias grandes entre las aproximaciones con los
distintos valores de τ y k = 100. En este caso se recomienda tomar τ = 1 y k = 100.



CAṔITULO 3

La Inversa Generalizada, Operadores Compactos, Regularización y
Métodos de Optimización.

En un contexto general, un problema inverso se puede formular como la necesidad de
hallar x en una ecuación de la forma

Tx = y,

donde T : X → Y es un operador lineal acotado, X, Y son espacios de Hilbert y y es
el dato. Como ya se ha mencionado anteriormente, generalmente, los problemas inversos
son “mal condicionados” en el sentido de Hadamard: hay pérdida de existencia, pérdida
de unicidad y/o pérdida de dependencia continúa en los datos. En el estudio de problemas
inversos en general, los dos primeros no constituyen problemas graves. Casi siempre puede
forzarse la existencia relajando el concepto de solución y la no unicidad en ciertos casos
hasta puede ser ventajosa. En la pérdida de dependencia continua, puesta de manifiesto en
la no acotación de la inversa generalizada de Moore-Penrose, la que origina los mayores
inconvenientes pues en tal caso, pequeños errores o ruidos en la medición del dato y pueden
producir errores muy grandes en las soluciones del problema inverso, haciendo inestables
todos los procedimientos numéricos de aproximación tradicionales.

Una solución parcial para esta pérdida de estabilidad es el uso de métodos de regu-
larización. Sin embargo debe tenerse presente que ningún truco matemático puede hacer
estable un problema que es intŕınsecamente inestable. Todo lo que un método de regulari-
zación puede hacer es recuperar la mayor cantidad de información sobre la solución como
sea posible sin perder la estabilidad. El “arte” de aplicar métodos de regularización consiste
precisamente en hallar el compromiso justo entre exactitud y estabilidad [6].

En el presente caṕıtulo se pretende estudiar y establecer algunos resultados sobre los
métodos para resolver problemas inversos mal condicionados, realizando un estudio de la

47
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inversa generalizada, los operadores lineales compactos y su descomposición singular, y
algunos métodos de optimización que se utilizan como herramienta en la regularización
de los problemas inversos. Estas herramientas nos servirán como soporte para resolver el
problema inverso abordado en el Caṕıtulo 4.

3.1. La Inversa Generalizada de Moore-Penrose

Sean X y Y espacios de Hilbert y T : X → Y un operador lineal acotado. Se dice que

y es alcanzable

si existe x en X tal que y = T (x), es decir si y pertenece a R(T ). Aqúı R(T ) denota la
imagen bajo X de T . Si denotamos como N (T ) al núcleo del operador, entonces

i) Para todo dato admisible y existe una solución x si, y solo si, y en Y es alcanzable.

ii) Para todo dato admisible, la solución es única si, y solo si, N (T ) = {0}.
Además , si se cumplen (i) y (ii), entonces T−1 existe y, en este caso

iii) La solución depende continuamente de los datos si, y solo si, T−1 es acotada (es decir,
continua).

Demostración de (iii):

Si T−1 es continua, entonces x = T−1y; x− x1 = T−1(y − y1).

Aśı

||x− x1||X = ||T−1(y − y1)||X

≤ ||T−1||||y − y1||Y como T−1 es continua entonces

||x− x1||X ≤ M ||y − y1||Y ,

lo cual muestra la dependencia continua entre los datos.

Nota:

1. El núcleo N (T ) es un espacio vectorial cerrado.

2. En operadores compactos la inversa T−1 no es continua en dimensión infinita, como
se demostrará más adelante.

3. Si T es un operador lineal en Rn, el problema es bien planteado si y solo si alguna de
(i) ó (ii) se satisface. La otra propiedad es consecuencia de la compacidad de la bola
unitaria en Rn.



3.1. La Inversa Generalizada de Moore-Penrose 49

Ejemplo 3.1.1. Sea D un operador tal que D : `2(R) → `2(R) y [Df ]j = fj

j , j = 1, 2, . . .

Df = g es mal planteada pues g = (1, 1
2 , 1

3 , . . .) ∈ `2(R).

Luego

[Df ]j =
1
j
fj .

Es decir
1
j
fj =

1
j
.

Por lo tanto se tiene que fj = 1 ∀ j. Pero f = (1, 1, . . .) 6∈ `2(R). Por tanto la ecuación

Df = g

es mal planteada
(
no tiene solución en `2(R)

)
.

La estabilidad tampoco se satisface, pues dado en ∈ `2, donde [en]j = δnj con n ∈ N,
se tiene

||Den|| =
1
n

,

por lo que

||Den|| −→ 0 cuando n −→∞.

Pero en no converge a cero, por tanto, la estabilidad no se cumple.

A continuación describiremos la teoŕıa básica sobre soluciones de mejor aproximación
a ecuaciones operacionales lineales y de la inversa generalizada (Moore-Penrose) de opera-
dores lineales en espacios de Hilbert [7], [20].

3.1.1. Soluciones de Mı́nimos Cuadrados y la Inversa de Moore-Penrose

Definición 3.1.1. Sea T : X → Y un operador lineal acotado

i) x ∈ X es solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y si

||Tx− y|| ≤ ||Tz − y||, para z ∈ X

ii) x ∈ X es la solución mejor aproximada (solución de norma mı́nima) de Tx = y, si
x es una solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y, y además

||x|| < ||z||, ∀ z en X que es solución de mı́nimos cuadrados.
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Notemos que:

◦ La solución de mı́nimos cuadrados no necesariamente existe.

◦ Si x es una solución de mı́nimos cuadrados, entonces el conjunto de todas las solu-
ciones de mı́nimos cuadrados es x +N (T ).

◦ La solución de mı́nimos cuadrados de norma mı́nima esta ı́ntimamente relacionada
con la inversa generalizada de T , como veremos un poco más adelante.

A continuación daremos una definición de la inversa generalizada, o inversa de Moore-
Penrose, para un operador lineal. La idea es restringir el dominio y rango del operador de
tal manera que el operador restringido tenga inversa.

Sea T : X → Y un operador lineal acotado con X y Y espacios de Hilbert, y conside-
remos la restricción lineal de T a N (T )⊥, es decir

T̃ : N (T )⊥ →R(T ).

Como N (T̃ ) = {0} y R(T̃ ) = R(T ), entonces T̃ es lineal y biyectiva. Por lo tanto,

T̃−1 : R(T ) → N (T )⊥

esta bien definida.

Definición 3.1.2. La Inversa Generalizada T † de T es la única extensión de T̃−1 a
D(T †) = R(T ) +R(T )⊥, es decir

T † : D(T †) → N (T )⊥,

donde
R(T )⊥ = N (T †) = N (T̃−1).

A continuación se establecen algunas propiedades de la inversa de Moore-Penrose, [6].

Propiedad 3.1.1. Sea T : X → Y un operador lineal, entonces

(0) T̃−1 = T † sobre el R(T ).

(1) y ∈ D(T †), y = y1 + y2 ∈ R(T ) +R(T )⊥

T †y = T †y1 + T †y2 = T †y1 = T̃−1y1.

(2) Si Q es una proyección ortogonal sobre R(T ), entonces

(a) Qy = y1 + Qy2, para toda y = y1 + y2 ∈ R(T ) +R(T )⊥

(b) T †y = T̃−1Qy = T †Qy,

(c) R(T †) = N (T )⊥,
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Demostración de la Propiedad 3.1.1 (2)

(a) Dado y = y1 + y2 ∈ R(T ) +R(T )⊥

Qy = Qy1 + Qy2,

= y1 + Qy2, pues y1 ∈ R(T ) ⊂ R(T )

(b)

T †y = T̃−1y1 por el inciso (1).
= T̃−1Qy − T̃−1Qy2 por (a).

Pero Qy2 ∈ R(T ) lo cual implica que existe {zm} ∈ R(T ), tal que zm → Qy2.

Como
zm ⊥ R(T )⊥ = N (T †) = N (T̃−1)

entonces
Qy2 ∈ N (T̃−1) y T̃−1Qy2 = 0.

Por lo tanto

T †y = T̃−1Qy

= T †Qy.

(c) Por el inciso (1)

(⊆)
T †y = T̃−1y1 ∈ R(T̃−1) = N (T )⊥.

Por lo tanto
R(T †) ⊂ N (T )⊥.

(⊇) Dado x ∈ N (T )⊥, por definición T̃ x = Tx, aśı que

T †Tx = T †T̃ x = T̃−1T̃ x = x.

Por lo tanto
N (T )⊥ ⊂ R(T †).

¥

Proposición 3.1.1. Sean P y Q proyecciones ortogonales sobre N (T ) y R(T ), respectiva-
mente. Entonces se satisface las cuatro ecuaciones de Moore-Penrose [6]:

(a) T †T = I − P , i.e., proyecta ortogonalmente sobre N (T )⊥.

(b) TT † = Q|D(T †), i.e., proyecta ortogonalmente sobre R(T ).

(c) TT †T = T.
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(d) T †TT † = T †.

Demostración

(a)

T †Tx = T̃−1Tx

= T̃−1T (Px + (I − P )x)
= T̃−1TPx + T̃−1T (I − P )x
= T̃−1T (I − P )x debido a que Px ∈ N (T )
= T̃−1T̃ (I − P )x ya que (I − P )x ∈ N (T )⊥

= (I − P )x.

(b)

TT †y = TT †Qy por (b) del inciso (2) de la propiedad 3.1.1
= T̃ T̃−1Qy

= Qy ∀y ∈ D(T †)

(c) T †Tx = (I − P )x por (a). Entonces

TT †Tx = T (I − P )x
= Tx− TPx

= Tx, ya que Px ∈ N (T ).

(d) TT †y = Qy, y ∈ D(T †) por (b). Entonces

T †TT †y = T †Qy

= T †y, por (b) del inciso (2) de la propiedad 3.1.1.

¥

Nota: Las ecuaciones de Moore-Penrose caracterizan en forma única T †. Hacemos énfasis
en que T †T se puede considerar como un proyector ortogonal sobre N (T )⊥ y TT †

como un proyector ortogonal sobre R(T ). Finalmente, cualquier operador T † que
satisface las ecuaciones (c) ó (d) de la proposición 3.1.1 se denomina inversa interior
ó inversa exterior, respectivamente.

Proposición 3.1.2. Sea T : X → Y un operador lineal,

(a) T † tiene gráfica cerrada.

(b) T † es acotada si, y solo si, R(T ) es cerrado.
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Demostración

(a)

gr(T †) =
{

(y, T †y) | y ∈ D(T †)
}

=
{

(y1 + y2, T
†y1) | y1 ∈ R(T ), y2 ∈ R(T )⊥

}

=
{

(y1, T̃
−1y1) | y1 ∈ R(T )

}
+

{
(y2, 0) | y2 ∈ R(T )⊥

}
.

Para mostrar que gr(T †) es cerrada hay que demostrar la siguiente igualdad
{

(y1, T̃
−1y1) | y1 ∈ R(T )

}
+

{
(y2, 0) | y2 ∈ R(T )⊥

}
=

{(Tx, x) | x ∈ X} ∩ (Y ×N (T )⊥) +R(T )⊥ × {0}.

Es evidente que {
(y2, 0) | y2 ∈ R(T )⊥

}
= R(T )⊥ × {0},

aśı que basta con demostrar la igualdad
{

(y1, T̃
−1y1) | y1 ∈ R(T )

}
= {(Tx, x) | x ∈ X} ∩

(
Y ×N (T )⊥

)
.

Sea y1 ∈ R(T ), entonces
x = T̃−1y1 ∈ N (T )⊥

y además
y1 = T̃ x = Tx.

Aśı que
(y1, T̃

−1y1) = (Tx, x)

con y1 ∈ R(T ) y x ∈ N (T )⊥, con lo cual se obtiene la primera contención (⊆).

Ahora, sea x ∈ N (T )⊥, entonces

y1 = Tx = T̃ x ∈ R(T ).

Aśı que
T̃−1y1 = x,

por lo que
(Tx, x) = (y1, T̃

−1y1)

con y1 ∈ R(T ), con lo cual se obtiene la segunda contención de los conjuntos (⊇).
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(b) (⇒) Sea T † acotado, D(T †) ⊂ Y entonces por el teorema de Hahn-Banach [13], T †

tiene una única extensión acotada T
† a todo Y . Como T es continua, entonces

TT
† es acotada y

TT
† = Q,

donde Q es una proyección ortogonal sobre R(T ). Ahora bien, si y ∈ R(T ),
entonces

y = Qy = TT
†
y,

es decir

y ∈ R(T ).

Por lo tanto R(T ) ⊂ R(T ).

(⇐) Si R(T ) es cerrado, entonces D(T †) = R(T ) +R(T )⊥ = Y es cerrado.
Como gr(T †) es cerrada, entonces por el Teorema de la gráfica cerrada, T † es
acotado.

¥

El siguiente resultado establece la conexión entre soluciones de mı́nimos cuadrados y la
inversa de Moore-Penrose.

Teorema 3.1.1. Sea y ∈ D(T †), entonces Tx = y tiene una única solución de mı́nimos
cuadrados de norma mı́nima x† dada por

x† = T †y.

El conjunto de todas las soluciones de mı́nimos cuadrados de Tx = y es

x† +N (T ).

Demostración:

Supongamos que Q y P son proyecciones ortogonales sobre R(T ) y N (T ) respectiva-
mente. Sea y ∈ D(T †). Se tiene que TT †y = Qy, por lo que, Qy ∈ R(T ). Esto garantiza
que el conjunto

S = {z ∈ X | Tz = Qy}

es no vaćıo. Como la proyección ortogonal Q es también una proyección métrica, entonces
∀ z ∈ S

||y − Tz|| = ||y −Qy|| ≤ ||y − Tx|| ∀x ∈ X,

por lo que toda solución en S es una solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y.

Ahora debemos verificar que toda solución de mı́nimos cuadrados es un elemento de S:
Sea z solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y, entonces
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||y −Qy|| ≤ ||y − Tz|| = ı́nf
x∈D(T )

||y − Tx|| = ı́nf
u∈R(T )

||y − u|| = ||y −Qy||

pues Q es proyección ortogonal y Qy ∈ R(T ). Entonces, necesariamente Tz = Qy. Por lo
tanto, z ∈ S.

Lo anterior demuestra que

S = {x ∈ X | x es solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y} .

Sea x∗ el elemento de norma mı́nima en S, entonces S = x∗ + N (T ) (pues si x ∈ S,
entonces claramente x− x∗ ∈ N (T )), y basta con demostrar que x∗ = T †y:

Como elemento de norma mı́nimo en x∗ + N (T ), x∗ es ortogonal a N (T ), es decir
x∗ ∈ N (T )⊥. Esto implica que

x∗ = (I − P )x∗

= T †Tx∗

= T †Qy

= T †TT †y
= T †y.

por lo que S = x∗ +N (T ).

¥

La solución de mı́nimos cuadrados de norma mı́nima puede caracterizarse por medio
de la solución de las ecuaciones normales Gaussianas, [6]. Antes de mostrar esto, veamos
la siguiente definición, [13].

Definición 3.1.3. (Operador Adjunto T ∗). Sea T : X → Y , un operador lineal acotado,
donde X y Y son espacios de Hilbert. Entonces, el operador adjunto T ∗ de T es el operador

T ∗ : X → Y

tal que, para todo x ∈ X y y ∈ Y ,

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉.

El siguiente Teorema muestra la relación de la solución de mı́nimos cuadrados y las
ecuaciones normales Gaussianas.

Teorema 3.1.2. Dado y ∈ D(T †), x ∈ D(T ) es solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y
si, y solo si

T ∗Tx = T ∗y,

donde T ∗ es el operador adjunto de T .
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Demostración: x es solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y si, y solo si,

y − Tx ∈ R(T )⊥ = N (T ∗),

pues Tx debe ser el elemento mas cercano a y en R(T ). Esto es equivalente a que

T ∗(y − Tx) = 0,

de donde se sigue el resultado.

¥

Nota: De este teorema se encuentra que T †y es la solución de norma mı́nima de T ∗Tx =
T ∗y, es decir x† = (T ∗T )†T ∗y. Se deduce que

T † = (T ∗T )†T ∗.

Nota: D(T †) = R(T ) + R(T )⊥ es el dominio natural de definición de T † en el sentido
que si y 6∈ D(T †) entonces Tx = y no tiene solución de mı́nimos cuadrados. Por
lo que la solución de norma mı́nima, a pesar de que hace cumplir la unicidad (ver
Teorema 3.1.1), no siempre nos conduce a un problema soluble. SiR(T ) no es cerrado,
entonces T † no es acotada y no hay remedio para la pérdida de dependencia continua
en general.

Las ecuaciones operacionales con un operador lineal compacto son de especial impor-
tancia en los problemas inversos, pues generalmente su inversa generalizada no es continua
como veremos en la siguiente sección.

3.2. Operadores Lineales Compactos, Sistemas Singulares y
SVD

Muchos problemas mal planteados que aparecen en las aplicaciones involucran oper-
adores compactos. De hecho el prototipo de ecuaciones mal planteadas Kx = y provienen
de operadores compactos. Los operadores compactos son muy importantes en las aplica-
ciones, juegan un papel central en la teoŕıa de operadores integrales y en varios problemas
de la f́ısica matemática. De hecho, el concepto de compacidad de un operador lineal fue
sugerido del estudio de las ecuaciones integrales en la teoŕıa de Fredholm. Las propiedades
de los operadores compactos son similares a las de los operadores definidos sobre espacios
de dimensión finita.

Recordemos la siguiente definición, [27]:

Definición 3.2.1. Un operador lineal K : X → Y es compacto si, y solo si, la imagen de
un conjunto acotado es un conjunto relativamente compacto (precompacto).



3.2. Operadores Lineales Compactos, Sistemas Singulares y SVD 57

Nota: Para operadores lineales acotados y compactos se utilizara el śımbolo K en lugar
de T .

Recordemos que un conjunto M ⊂ Y es precompacto si su cerradura M es compacta.
Equivalentemente, M es precompacto śı, y solo śı, toda sucesión acotada yn ⊂ M , contiene
una subsucesión convergente en M , [13].

Ejemplo 3.2.1. Algunos ejemplos de operadores compactos son:

◦ Un operador K : X → Y con rango R(K) < ∞ y K lineal siempre es compacto. Por
lo tanto, los operadores matriciales son compactos.

◦ El operador diagonal del ejemplo 3.1 es compacto sobre `2(R).

◦ El operador integral de Fredholm del caṕıtulo 1 es compacto sobre L2[Ω], como se
demostrará más adelante.

El siguiente teorema muestra la conexión entre compacidad y mal planteamiento para
operadores lineales en espacios de Hilbert de dimensión infinita, ver [13].

Teorema 3.2.1. Sea K : X → Y un operador lineal compacto con X y Y de dimensión
infinita

a) Si el R(K) tiene dimensión infinita, entonces Kx = y no tiene solución ∀ y ∈ Y ,
además K−1 no es continua. En este caso el R(K) no es cerrado.

b) Si R(K) tiene dimensión finita, entonces la solución no es única.

El teorema nos dice que, en dimension infinita, el problema operacional en Kx = y con
K compacto es mal planteado. Es decir, si los espacios X y Y son infinito-dimensionales,
entonces cuando R(K) tiene dimensión finita la solución no es única, y cuando R(K) tiene
dimensión infinita entonces no hay solución y tampoco hay estabilidad respecto de los
datos, pues en este caso K−1 no puede ser acotada.

Con el objeto de entender más a fondo porqué ocurre este fenómeno con operadores
compactos, a continuación presentaremos la descomposición singular o descomposición en
valores singulares (SVD, por sus siglas en inglés) de este tipo operadores, y veremos algunas
de sus propiedades fundamentales para el estudio de los problemas mal planteados.

3.2.1. Descomposición Singular de Operadores Compactos (SVD)

La teoŕıa espectral de los operadores lineales compactos es una generalización simple de
la teoŕıa de valores propios de las matrices y es muy parecida en muchos aspectos a la teoŕıa
en espacios de dimensión finita. Por ejemplo, un operador lineal compacto autoadjunto K
puede “diagonalizarse” por medio de sus valores y funciones propias λn, vn:

Kx =
∞∑

n=1

λn〈x, vn〉vn ∀ x ∈ X.
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Si K no es autoadjunto no se asegura la existencia de los valores propios y, en consecuencia
de las funciones propias. Sin embargo, explotando la conexión entre Kx = y y K∗Kx = K∗y
se puede construir un sistema singular, el cual sustituye el sistema (λn, vn) como se muestra
a continuación.

Para cualquier operador lineal compacto K : X → Y , un sistema singular (σn; vn, un)
es definido como, [6]:

a) {σ2
n}n∈N son los valores propios de K∗K (y también de KK∗) con multiplicidades

y en orden decreciente. Aqúı K∗ denota al adjunto de K definido por medio de
〈Kx, y〉 = 〈x,K∗y〉, ∀ x ∈ X, y ∈ Y .

b) {vn}n∈N es un sistema completo ortonormal de vectores (funciones) propios de K∗K
correspondientes a los valores propios σn. Estos vectores generan R(K∗) = R(K∗K).

c) {un}n∈N son un sistema completo ortonormal de vectores propios de KK∗. Estos
vectores generan R(K) = R(KK∗).

Además se cumplen las siguientes formulas:

Kvn = σnun,

K∗un = σnvn,

Kx =
∞∑

n=1

σn〈x, vn〉un, ∀ x ∈ X,

K∗y =
∞∑

n=1

σn〈y, un〉vn, ∀ y ∈ Y,

donde las series convergen en las normas correspondientes de los espacios de Hilbert X y
Y , respectivamente. Estas series se denominan las expansiones en valores singulares, y son
los análogos en dimensión infinita de la descomposición en valores singulares (SVD) de una
matriz (ver caṕıtulo 2 y apéndice B).

A continuación demostraremos que:

R(K) es cerrado si, y solo si, es de dimensión finita.

Demostración: Si R(K) es cerrado, entonces es completo por ser subespacio de un espacio
de Hilbert. Luego, por el teorema del mapeo abierto, el mapeo

K|N (K)⊥ : N (K)⊥ →R(K)

tiene inversa continua, aśı que

K(K|N (K)⊥)−1 = I|R(K)

es un mapeo compacto. Por lo tanto, dimR(K) < ∞.



3.2. Operadores Lineales Compactos, Sistemas Singulares y SVD 59

De lo anterior se concluye que para el caso genérico en el que se tiene un número infinito
de valores singulares, R(K) no es cerrado y, por la proposición 3.1.2, K† no es acotada.
Esto demuestra la siguiente proposición:

Proposición 3.2.1. Sea K : X → Y un operador compacto con dimR(K) = ∞. Entonces
K† es un operador lineal acotado definido densamente con gráfica cerrada.

Por lo tanto, para un operador lineal compacto K con rango no cerrado la solución de
norma mı́nima de Kx = y no depende continuamente del lado derecho; es decir la ecuación
es mal planteada.

Usando un sistema singular se puede encontrar una representación en serie de la inversa
de Moore-Penrose de un operador compacto. Cabe hacer notar que si el sistema singular
tiene solo un número finito de elementos, es decir R(K) es de dimensión finita, entonces
las series infinitas de funciones singulares en realidad son sumas finitas.

Teorema 3.2.2. Sea (σn; vn, un) un sistema singular para un operador lineal compacto
K : X → Y . Entonces

(a) y ∈ D(K†) si, y solo si,
∞∑

n=1

|〈y, un〉|2
σ2

n

< ∞. (CRITERIO DE PICARD)

(b) Para y ∈ D(K†),

K†y =
∞∑

n=1

〈y, un〉
σn

vn.

Demostración:

(a) (⇒) y ∈ D(K†) implica que x = K†y ∈ R(K†) = R(K∗) = Gen{vn | n ∈ N}.
Luego, Kx = KK†y = Qy ∈ R(K). La proyección ortogonal Q sobre R(K) =
Gen{un | n ∈ N} se puede escribir como

Q =
∞∑

n=1

〈·, un〉un,

aśı que

Kx = K

( ∞∑

n=1

〈x, vn〉vn

)
=

∞∑

n=1

〈x, vn〉Kvn =
∞∑

n=1

σn〈x, vn〉un,

Qy =
∞∑

n=1

〈y, un〉un.

Como Kx = Qy, entonces 〈y, un〉 = σn〈x, vn〉 ∀n ∈ N. Debido a que, como una
sucesión de coeficientes de Fourier, (〈x, vn〉) ∈ `2, entonces (〈y, un〉/σn) ∈ `2.
Por lo tanto ∞∑

n=1

|〈y, un〉|2
σ2

n

< ∞
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(⇐) Ahora supongamos que
∞∑

n=1

|〈y, un〉|2
σ2

n

< ∞, y sea

x :=
∞∑

n=1

〈y, un〉
σn

,

entonces

Kx = K
∞∑

n=1

〈y, un〉Kvn =
∞∑

n=1

σn〈y, un〉un = Qy.

Por lo tanto, Qy ∈ R(K), y por 2(b) de la propiedad 3.1.1 se tiene K†Qy = K†y,
es decir y ∈ D(K†).

(b) Al comienzo de la demostración del inciso (a) se obtuvo que y ∈ D(K†) implica
que x = K†y ∈ N (K)⊥ y Kx = Qy. Entonces x ∈ N (K)⊥ ∩ {z ∈ X | Kz = y} =
K†y +N (K), es decir

K†y = x =
∞∑

n=1

〈x, vn〉vn =
∞∑

n=1

〈y, un〉
σn

vn.

¥

Nota: La condición (a) del teorema anterior, denominada criterio de Picard, se puede
interpretar de la siguiente manera:

“La solución de mı́nimos cuadrados de norma mı́nima de Kx = y existe solo si los
coeficientes de Fourier (generalizados) (〈y, un〉)n∈N, asociados a las funciones generali-
zadas (un)n∈N, decaen lo suficientemente rápido con respecto a los valores singulares
(σn)n∈N”.

Nota: El inciso (b) del teorema anterior nos dice que los errores en y afectan el resulta-
do K†y, de la siguiente manera: los componentes erróneos (con respecto a las base
(un)n∈N) correspondientes a los valores singulares grandes son inofensivos. Sin em-
bargo, los componentes erróneos correspondiente a los valores singulares pequeños σn

son amplificados por los factores 1/σn, de modo que debemos tener especial cuidado
con estos.

Notemos que, si dimR(K) < ∞, por ejemplo si K es un operador integral con kernel
degenerado (ver página 37 de [6]), entonces tiene un número finito de valores singulares, de
modo que los factores de amplificación están acotados, aunque aún podŕıan ser inaceptables.

Ahora, si dimR(K) = ∞, entonces ĺım
n→∞σn = 0, por lo cual los errores de un valor

fijo se pueden amplificar enormemente sin cota alguna, debido a 1/σn. Por ejemplo, si
yδ,n := y + δun, entonces ||yδ,n − y|| = δ, del inciso (b) del Teorema 3.2.2 se sigue que

K†y −K†yδ,n = K†δun

=
〈δun, un〉

σn
un,
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por lo tanto

||K†y −K†yδ,n|| = δ

σn
→∞ cuando n →∞.

La inestabilidad debido a (b) del Teorema 3.2.2 (y la condición de solubilidad del criterio
de Picard) hace más severo el rápido decaimiento de los valores singulares. Esto permite
medir el grado del mal-planteamiento de Kx = y de la siguiente forma: Un problema es
llamado modestamente mal-planteado si σn = O(n−α) para algún α ∈ R+; de otra manera
es llamado severamente mal planteado, por ejemplo si σn = O(e−n). En este último caso,
el factor de amplificación de un error de datos en la n−ésima componente de Fourier
con respecto a las funciones singulares aumentan tanto como en, por lo cual debemos
asegurarnos de que los datos contienen información solo en los primeros componentes de
Fourier y aśı filtrar los demás componentes.

3.3. Operadores de Regularización

En términos generales, a la aproximación de un problema mal-planteado por una familia
cercana de problemas bien-planteados se le llama regularización. Ahora bien, motivaremos
la definición de un operador de regularización y de un método de regularización:

Deseamos aproximar la solución de mı́nimos cuadrados x† = T †y de

Tx = y (3.1)

donde el dato exacto y no se conoce, pero si una aproximación yδ de este con

||yδ − y|| < δ (3.2)

donde yδ es llamado el “dato con ruido” y δ el “nivel del ruido”.

En el caso de mal-planteamiento, T †yδ no es una buena aproximación de T †y debido
a que T † no es acotada, aún suponiendo que exista (que en general, no es el caso, ya que
D(T †) es un subconjunto propio de Y ). Estamos buscando una aproximación xδ

α de x†

tenga las siguientes propiedades:

(a) Que dependa continuamente de los datos con ruido yδ, pues de esta manera se po-
drá calcular de manera estable, y

(b) que a medida en que el nivel del ruido δ tienda a cero y el parámetro de regularización
α sea elegido adecuadamente, entonces xδ

α tienda a x†.

Nota: La construcción de xδ
α en general involucra al operador T, sin embargo este no

será el caso si consideramos ||yα|| < δ. Es decir, si el nivel de ruido es mayor que el
de los datos, lo mejor seŕıa tomar xδ

α := 0 independientemente del operator T , ya que
en esta situación, de todas formas la parte ruidosa no contiene información. Salvo en
este caso, el operador T tiene que jugar un rol en la construcción de xδ

α.
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Consideremos (3.1) como un conjunto de ecuaciones para cada y ∈ R(T ) ó para cada
y ∈ D(T †). De esta manera, no solo hablamos de regularizar una ecuación, sino a este
conjunto de ecuaciones, es decir, hablamos de la regularización del operador de solución T †

(sobre el R(T ) si suponemos accesibilidad, o sobre D(T †) en otro caso). Intuitivamente, la
regularización debe entonces reemplazar el operador no acotado T † por una familia {Rα}
de operadores continuos. Entonces, tomamos como la aproximación de x† a xδ

α = Rαyδ, la
cual puede ser calculada de manera estable (en principio, ya que Rα se considera continua).
Recordemos que un requerimiento para α es que, si el nivel del ruido δ tiende a cero, entonces
la solución regularizada tiende a x†. Por lo tanto, el parámetro de regularización α tiene
que estar relacionado de algún modo con δ y/o yδ y quizás con otra información acerca de
T ó y. Veremos que las reglas de elección de estos parámetros deben estar vinculados ya
sea con yδ o con alguna información a-priori de los datos exactos y, aśı que dependerá de
la ecuación. Más adelante definiremos los operadores de regularización para el operador

Tx = y, y ∈ D(T †). (3.3)

Nota: Junto con la regla de elección de parámetros que depende de y y/o yδ, un método
de regularización no solo debe ser entendido para el problema (3.1), sino también es
posible considerarlo para el problema más general (3.3).

Nota: Un método de regularización también depende del concepto de solución que quere-
mos considerar: en el caso de la solución de (3.1) (todo lo visto hasta ahora y lo que
veremos en esta sección) se refiere a la aproximación de la solución de norma mı́nima
(mı́nimos cuadrados) x† = T †y.

Lo anterior nos lleva a la siguiente definición.

Definición 3.3.1. Sea T : X → Y un operador lineal acotado, donde X y Y son espacios
de Hilbert, α0 ∈ (0, +∞]. Para cada α ∈ (0, α0), sea

Rα : Y → X

un operador continuo (no necesariamente lineal). La familia {Rα} es llamada un opera-
dor de regularización (para T †), si para todo y ∈ D(T †) existe una regla de elección del
parámetro α = α

(
δ, yδ

)
, tal que

ĺım
δ→0

sup
{
||Rα(δ,yδ)y

δ − T †y|| | yδ ∈ Y, ||yδ − y|| ≤ δ
}

= 0. (3.4)

En este caso,
α : R+ × Y → (0, α0) (3.5)

es tal que
ĺım
δ→0

sup
{

α
(
δ, yδ

)
| yδ ∈ Y, ||yδ − y|| ≤ δ

}
= 0. (3.6)

Para un y ∈ D(T †) fijo, el par (Rα, α) es llamado un método de regularización convergente
si se satisfacen (3.4) y (3.6).
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Aśı, un método de regularización consiste de un operador de regularización y una regla
de elección del parámetro que sea convergente en el sentido de que, si el parámetro de regu-
larización se elige de acuerdo a esta regla, entonces las soluciones regularizadas convergen
(en sentido de la norma) siempre que el nivel del ruido tienda a cero.

Usualmente, la regla de elección del parámetro solo se debe aplicar a las parejas (δ, yδ)
cuando (3.2) se cumple. Esto es, podemos definir la regla de elección del parámetro α en
(3.5) de la siguiente manera

α :
{(

δ, yδ
)

| δ > 0, ||yδ − y|| ≤ δ
}
→ (0, α0) .

Nota: Es posible extender la Definición 3.3.1 si además incluimos perturbaciones en el
operador (“error de modelado”). En este caso, asumimos que en lugar de T solo
tenemos una aproximación Tη tal que

||T − Tη|| ≤ η,

por lo cual, la regla de elección del parámetro dependeŕıa de δ, η, yδ y Tη. El requeri-
miento natural para un método de regularización convergente seŕıa que la condición
en (3.4) se cumpla cuando δ, η → 0 ([26], [28]). Sin embargo, nos limitaremos al caso
en el que conocemos al operador con precisión.

Nota: Hemos definido al operador de regularización {Rα} como una familia de operadores
no necesariamente lineales. Si consideramos Rα lineal, entonces el método es llamado
un método de regularización lineal, y la familia {Rα} es un operador de regularización
lineal. Sin embargo, también tiene sentido considerar los métodos de regularización
no lineales para resolver problemas lineales, como el método de Gradiente Conjugado
(el cual veremos en la sección 3.4).

La regla de elección del parámetro α = α
(
δ, yδ

)
depende (hasta el momento) expĺıcita-

mente del nivel del ruido δ y del dato perturbado yδ. Asimismo, recordemos que definimos
éste para un y ∈ D(T †) fijo, aśı que δ también depende del dato exacto y. Como, y es
desconocido, entonces esta dependencia podŕıa solo ser de alguna manera conocida a-priori
sobre las propiedades suaves de y. Finalmente, aunque no este indicado expĺıcitamente en
la notación, α depende también del operador T . En la siguiente definición mencionaremos
dos tipos de regla de elección del parámetro α.

Definición 3.3.2. Sea α elegido de acuerdo a la Definición 3.3.1. Entonces, si α depende
únicamente de δ la regla de elección de α es llamada a-priori y escribimos α = α (δ). En
otra caso, se le llama a-posteriori.

Aśı, la regla de elección a-priori depende únicamente del nivel del ruido, y no del dato
real, y por lo tanto, tampoco de los resultados obtenidos durante el cálculo del residual
||Txδ

α − yδ||, donde xδ
α = Rαyδ es la solución regularizada. Esta regla puede ser concebida

antes del cálculo, de ah́ı el nombre de regla de elección a-priori.

También se podŕıa pensar que la regla de elección del parámetro depende solo de yδ, y
no del nivel del ruido δ. El siguiente resultado debido a Bakushinskii [1] muestra que tales
reglas no pueden ser parte de un método de regularización convergente en sentido de la
Definición 3.3.1 para un problema mal planteado:
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Teorema 3.3.1. Sea T : X → Y un operador lineal acotado, y supongamos que existe una
regularización Rα para T † con una regla de elección del parámetro α que solo depende de
yδ (y no de δ) de tal manera que el método de regularización (Rα, α) es convergente para
cada y ∈ D(T †). Entonces T † es acotado.

Demostración:

Si α es independiente de δ, es decir, α = α
(
yδ

)
entonces, de (3.4) se sigue que

ĺım
δ→0

sup
{
||Rα(yδ)y

δ − T †y | yδ ∈ Y, ||yδ − y|| ≤ δ
}

= 0, (3.7)

de modo que T †y = Rα(y)y, ∀ y ∈ D(T †). Entonces, por (3.7) tenemos que para alguna
sucesión {yn} ∈ D(T †) que converge algún y ∈ D(T †),

T †yn = Rα(yn)yn → T †y,

por lo tanto T † es continua en D(T †). Pero entonces, la proposición 3.1.2 implica que
D(T †) = Y , de modo que T † es acotado.

¥

La siguiente proposición nos da una idea de como se puede construir un operador de
regularización para el operador lineal T.

Proposición 3.3.1. Supongamos que para todo α > 0, Rα es un operador continuo (no
necesariamente lineal). Entonces la familia {Rα} es una regularización para T † si

Rα → T † puntualmete en D(T †) cuando α → 0. (3.8)

En este caso, para cada y ∈ D(T †), existe una regla de elección a-priori del parámetro α
tal que (Rα, α) es un método de regularización convergente para resolver Tx = y.

La demostración de la proposición anterior se puede ver en [6].

Observación 3.3.1. Si {Rα} es un método de regularización convergente, entonces se
sigue de (3.6) que

ĺım
δ→0

Rαy = T †y

se cumple para todo y ∈ D(T †). Si α es continua en δ, esto implica que

ĺım
σ→0

Rσy = T †y;

de otra manera, esto se cumple solo sobre el conjunto de σ-valores que están en el rango
de la estrategia de elección del parámetro α.

Por lo tanto, las regularizaciones son aproximaciones puntuales de la Inversa de Moore-
Penrose a T . Si {Rα} es uniformemente acotada y lineal y, si R(T ) es no cerrado, la
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convergencia en (3.8) no puede ser en la norma del operador, por lo que, T † debeŕıa ser
acotado. También, debido al Teorema de Banach-Steinhaus

||Rα|| → +∞ cuando α → 0 (3.9)

si R(T ) es no cerrado. Por el Principio de Acotación Uniforme, (3.9) implica que debe
existir y ∈ Y tal que

||Rαy|| → +∞ cuando α → 0. (3.10)

De hecho, (3.10) se cumple para todo Y \ M , donde M es un conjunto de la primera
categoŕıa de Baire. Por otro lado,

xα := Rαy (3.11)

converge a T †y sobre el conjunto denso D(T †) debido a (3.8). Resulta que una condición
adicional (razonable), el conjunto en (3.10) es precisamente el complemento de D(T †):

Proposición 3.3.2. Sea {Rα} una regularización lineal, xα definido como (3.11) para todo
y ∈ Y . Entonces

{xα} converge a T †y cuando α → 0 para y ∈ D(T †) (3.12)

y si
sup {||TRα|| | α > 0} < ∞, (3.13)

entonces
||xα|| → +∞ cuando α → 0 para y 6∈ D(T †). (3.14)

En este caso, los limites en (3.12) y (3.14) han de entenderse como se explica en la Ob-
servación 3.3.1.

Ver demostración en [6].

En la Proposición 3.3.1 hemos visto que, si se cumple (3.8), entonces existe un regla
de elección a-priori de α tal que (Rα, α) es un método de regularización convergente. Esta
regla de elección puede ser caracterizada como sigue:

Proposición 3.3.3. Supongamos {Rα} una regularización lineal; para cada y ∈ D(T †), sea
α : R+ → R+ elegido a-priori. Entonces (Rα, α) es un método de regularización convergente
si, y solo si

ĺım
δ→0

α(δ) = 0 (3.15)

y
ĺım
δ→0

δ||Rα(δ)|| = 0 (3.16)

se cumplen.

Véase demostración en [6]
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Observación 3.3.2. Si (3.16) es sustituido por

ĺım
δ→0

sup δ||Rα(δ)|| < +∞, (3.17)

entonces (Rα, α) converge débilmente, es decir, para toda sucesión {δK} → 0 y yk ∈ Y con

||yk − y|| ≤ δk,

{
Rα(δk)yk

}
converge débilmente a T †y. Por el contrario (3.17) es necesario para la con-

vergencia débil en el sentido de que, si no se cumple (3.17), entonces existen las sucesión
{δK} y yk mencionadas anteriormente tales que

{
Rα(δk)yk

}
diverge en una topoloǵıa débil

(e incluso no acotada). Ver prueba en [5].

3.4. Herramientas de la Optimización Numérica.

Sea T : X → Y un operador compacto, donde X y Y son espacios de Hilbert. Deseamos
resolver el problema

Tx = y, donde y es el dato conocido.

Sin embargo, en la práctica y no es conocido de manera exacta, pero si una aproximación
yδ de éste con

||y − yδ|| < δ, (3.18)

donde δ es el nivel del ruido, entonces el problema que debemos resolver es:

Tx = yδ, (3.19)

el cual no tiene solución única. Sin embargo, la unicidad del problema se puede recobrar
mediante la inversa generalidad de Moore-Penrose

x† = T †y

la cual existe si, y solo si, Qy ∈ R(T ), donde Q es una proyección ortogonal sobre R(T ),
es decir, existe si el R(T ) es cerrado. Además, de (b) del inciso (2) de la propiedad 3.1.1
se sigue que

Tx† = Qy, Qy ∈ R(T ),

por lo cual, x† define la solución de norma mı́nima

mı́n
x∈X

||Tx− y||2,

el cual es único (por el Teorema 3.1.1).

Por otro lado, la proposición 3.2.1 nos dice que T † no es acotada debido a que T es un
operador compacto, esto implica que

||T †y − T †yδ|| = ||x† − xδ|| → ∞,
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es decir, no se satisface la siguiente igualdad

||x† − xδ|| ≤ ||y − yδ||.

Entonces el resolver el problema (3.19) sin regularización, implica resolver la siguiente
ecuación (ver Teorema 3.1.2)

(T ∗T )−1T ∗yδ = xδ

la cual no es estable (por lo visto anteriormente). Es necesario aplicar un método de regu-
larización Rα, por ejemplo, el método de regularización de Tijonov

mı́n
x∈X

{
||Tx− yδ||2 + α||x||2

}

donde J(x) = ||Tx−yδ||2+α||x||2 es un funcional cuadrático y α = α(δ, yδ) es el parámetro
de regularización. Aśı el mı́nimo (único) satisface

(T ∗T + αI)−1T ∗yδ = xδ
α,

entonces
||x† − xδ

α|| → 0 cuando δ → 0,

por lo tanto, el objetivo es resolver

(T ∗T + αI)xδ
α = T ∗yδ.

En la práctica, en muchos problemas en lugar de resolver el problema en dimensión
infinita, este se aproxima en espacios de dimensión finita v́ıa algún método de discretización.
Por lo que, basta con tener algún método efectivo para resolver ecuaciones lineales de la
forma

Ax = b,

con A simétrica definida positiva.

A continuación veremos algunos métodos de optimización para la regularización itera-
tiva de los problemas inversos y vamos a considerar el funcional J : Rn → R. SDP denota
simétrica definida positiva en el contexto de matrices, y asumimos que A es una matriz de
n× n y sus componentes son números reales, a menos de que se especifique lo contrario.

Definición 3.4.1. Supongamos que una sucesión {fk} converge a f∗ cuando n → ∞. La
tasa de convergencia es lineal si existe una constante c, 0 ≤ c < 1, tal que

||fk+1 − f∗|| ≤ c||fk − f∗||. (3.20)

La convergencia es superlineal si existe una sucesión {ck} de números reales positivos
tal que ĺım

n→∞ ck = 0, y

||fn+1 − f∗|| ≤ ck||fk − f∗||. (3.21)
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La tasa de convergencia es cuadrática si para alguna constante C > 0

||fk+1 − f∗|| ≤ C||fk − f∗||2. (3.22)

Convergencia cuadrática implica convergencia superlineal, que a la vez implica convergencia
lineal.

3.4.1. Método de Máximo Descenso

El método de Máximo Descenso es un algoritmo de gradiente, en donde se elige αk de
tal forma que la cantidad de avance −αk∇J(fk) sea máxima (en la dirección −∇J(fk)).

De hecho es necesario encontrar el mı́nimo de la función

φ(α) = J(fk − α∇J(fk)),

donde α = arg mı́n
α>0

φ(α).

Algoritmo 3.4.1. Máximo Descenso.

Para minimizar el funcional suave J(f)

f0 := punto inicial
Para k = 0, 1, . . . hasta converger

pk := −∇J(fk) % calcular el gradiente negativo
αk := arg mı́n

α>0
J(fk + αpk) % búsqueda lineal

fk+1 := fk + αkpk % actualización de la solución aproximada

termina

Definición 3.4.2. El problema de minimización en una dimensión es

mı́n
α>0

J(fk + αpk)

el cual es llamado búsqueda lineal. El vector pk es llamado la dirección de búsqueda.

pk es una dirección de descenso para J en fk si existe δ > 0 tal que

J(fk + αpk) < J(fk) siempre que 0 < τ < δ.

Proposición 3.4.1. Sea J : Rn → R una función suave, si {fk}∞k=1 es una sucesión de
máximo descenso para J y ∇J(fk) 6= 0 entonces

J(fk+1) < J(fk).
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Demostración:

fk+1 = fk + αkpk = fk − αk∇J(fk).

Si φ(α) = J(fk − αk∇J(fk)) y αk > 0 es el mı́nimos de φ(α) entonces

φ(αk) ≤ φ(α) ∀α > 0.

Por la regla de la cadena

φ′(0) =
∂φ(0)
∂α

= −∇J(fk)T∇J(fk)
= −||∇J(fk)||2
< 0.

Debido a que ||∇J(fk)|| 6= 0, entonces implica que existe un ᾱ > 0 tal que

φ(0) > φ(α) ∀α ∈ (0, ᾱ]

J(fk) > φ(α) ≥ φ(αk) = J(fk+1)

∴ J(fk) > J(fk+1).

¥

Para el análisis de convergencia del método de máximo descenso es necesario mencionar
algunas definiciones preliminares.

Definición 3.4.3. Sea A una matriz SDP. El producto interior inducido por A esta dado
por

〈f1, f2〉A := 〈Af1, f2〉, f1, f2 ∈ Rn.

La norma inducida, ||f ||A =
√
〈f, f〉A es llamada la norma inducida por A.

La norma inducida es equivalente a la norma Euclidiana, lo cual se puede observar con
la Desigualdad de Rayleig:

λmin(A)||f ||2 ≤ ||f ||2A ≤ λmax(A)||f ||2 siempre que f ∈ Rn. (3.23)

Definición 3.4.4. Si A es una matriz de n× n (no necesariamente simétrica) su número
de condición se define como

cond(A) =
máxσ0(A)
mı́nσ0(A)

, (3.24)

donde σ0(A) denota el conjunto de valores singulares no cero de A. Si A es SDP, entonces
cond(A) se reduce a la razón del mayor y el menor eigenvalor de A. La matriz A es llamada
mal-condicionada si cond(A) es grande.
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Definición 3.4.5. Una función J : Rn → R es cuadrática si existe c ∈ R, b ∈ Rn y una
matriz simétrica tal que

J(f) = c + 〈b, f〉+
1
2
〈Af, f〉. (3.25)

Note que A = HessJ(f), J(f) está dada en forma matricial, y además f∗ = −A−1b.

A se dice que es definida positiva si 〈Af, f〉 > 0; si f 6= 0∀f ∈ Rn es semidefinida
positiva si 〈Af, f〉 ≥ 0.

Sea J : Rn → R, J(f) = c + 〈b, f〉+ 1
2〈Af, f〉 donde A es SDP.

Notación: gk = ∇J(fk) = Afk + b. Entonces dado fk, se obtiene

fk+1 = fk − αkgk

donde αk minimiza la función

φ(α) = J(fk − αkgk) = J(f(α)),

donde f(α) = fk − αgk. Luego el punto mı́nimo de αk satisface las condiciones necesarias
de primer orden

0 =
∂φ(αk)

∂α

= ∇J(f(αk))T (−gk)
= −gT

k ∇J(f(αk))
= −gT

k [A(fk − αkgk) + b]
= −gT

k [(Afk + b)− αkAgk]
= −gT

k [gk − αkAgk],

por lo que la solución exacta de búsqueda lineal en el algoritmo de descenso máximo para
funciones cuadráticas es

αk =
||gk||2
〈Agk.gk〉 . (3.26)

Teorema 3.4.1. Sea J una función cuadrática positiva con representación (3.25). En-
tonces para cualquier punto inicial f0, el método de descenso máximo fk+1 = fk − αkgk

converge a f∗ linealmente, con

||fk − f∗||A ≤
(

cond(A)− 1
cond(A) + 1

)k

||f0 − f∗||A.. (3.27)

Un resultado similar se mantiene en el caso más general (no cuadrático) donde la matriz
A es reemplazada por el Hessiano de J en f∗.

Nota: Sea Λ =
(

cond(A)−1
cond(A)+1

)
y supongamos que Λ ≥ 1, entonces

◦ Si Λ es grande la rapidez de convergencia es lenta.

◦ Si Λ es pequeña la rapidez de convergencia es rápida.

Sin embargo, un método de convergencia más rápido es el método de Gradiente Con-
jugado.
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3.4.2. Método de Gradiente Conjugado

Los métodos de dirección conjugado se desarrollan para los problemas cuadráticos con
representación (3.25), además se pueden aproximar problemas generales aproximando la
función objetivo a una función cuadrática.

Nota: Para los problemas cuadráticos la mejor dirección de búsqueda, es la dirección A
conjugada.

Definición 3.4.6. Sea A una matriz simétrica de tamaño n×n. Las direcciones d0, d1, . . . , dk

son A-conjugadas si ∀ i 6= j se satisface

〈di, dj〉A = 0.

Por otra parte, la convergencia lenta del método de descenso máximo para sistemas
mal-condicionados limita su utilidad. En éste caso, el método de gradiente conjugado
(GC), junto con el esquema de aceleración conocido como precondicionamiento, propor-
ciona medios muy eficientes para solucionar los sistemas lineales SDP que son grandes y
mal-condicionados.

Algoritmo 3.4.2. Gradiente Conjugado para funciones cuadráticas.

Para minimizar a J(f) = 1
2〈Af, f〉+〈b, f〉+c, donde A es SDP, o, para resolver Af = −b,

f0 := punto inicial
g0 := Af0 + b% gradiente inicial
d0 := −g0 % dirección de búsqueda inicial
Para k = 1, 2, . . . hasta converger

rk = Adk

αk = 〈gk,dk〉
〈dk,rk〉 % parámetro de búsqueda lineal

fk+1 = fk − αkdk % actualización de la solución aproximada
gk+1 = gk − αkrk % actualización del gradiente
βk = 〈gk+1,rk〉

〈dk,rk〉
dk+1 = −gk+1 + βkdk % actualización de la dirección de búsqueda
k = k + 1

termina

Definición 3.4.7. El k-ésimo subespacio de Krylov generado por una matriz A SDP y un
vector v ∈ Rn está dado por

Sk(A, v) := gen
(
v,Av, . . . , Ak−1v

)
(3.28)

=
{

p(A)v | p ∈ Πk−1
}

, (3.29)

donde Πk−1 denota el conjunto de polinomios de grado menor o igual a k − 1.
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Teorema 3.4.2. Para k = 1, 2, . . . , las iteraciones fk del GC satisfacen

fk = arg mı́n
f∈f0+Sk(A,g0)

||f − f∗||A. (3.30)

El error de solución correspondiente a cada iteración ek = fk − f∗ satisface

||ek||A = mı́n
q∈Πk

1

||q(A)e0||A, (3.31)

donde Πk
1 denota el conjunto de polinomios q(t) de grado menor o igual a k con q(0) = 1.

Teorema 3.4.3. Si A es SDP, entonces para cualquier punto inicial f0, el algoritmo básico
de dirección conjugada converge al único f∗ (que es solución de Af = −b) en n pasos, es
decir , fn = f∗.

Demostración:

Considere f∗ − f0 ∈ Rn. Debido a que las direcciones conjugadas di son linealmente
independientes, existen constantes αi con i = 0, 1, . . . , n− 1 tales que

f∗ − f0 = α0d0 + α1d1 + · · ·+ αn−1dn−1

lo cual implica

dT
k A(f∗ − f0) = α0d

T
k Ad0 + α1d

T
k Ad1 + · · ·+ αn−1d

T
k Adn−1

= αkd
T
k Adk ∀ k = 0, 1, . . . , n− 1

entonces

αk =
dT

k A(f∗ − f0)
dT

k Adk
.

Por otro lado, siguiendo el proceso iterativo desde f0 hasta fk:

fk = f0 + α0d0 + α1d1 + · · ·+ αk−1dk−1

se sigue que

dT
k A(fk − f0) = α0d

T
k Ad0 + α1d

T
k Ad1 + · · ·+ αk−1d

T
k Adk−1

dT
k A(fk − f0) = 0.
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Si escribimos f∗ − f0 como f∗ − f0 = (f∗ − fk) + (fk − f0), entonces

dT
k A(f∗ − f0) = dT

k A(f∗ − fk) + dT
k A(fk − f0)

= dT
k A(f∗ − fk)

= −dT
k b− dT

k Afk

= −dT
k (Afk + b)

= −dT
k gk,

de donde obtenemos

dT
k A(α0d0 + α1d1 + · · ·+ αn−1dn−1) = −dT

k gk

por lo cual

αkd
T
k Adk − dT

k gk = 0,

y entonces

αk = − dT
k gk

dT
k Adk

,

∀ k = 0, 1, . . . , n− 1 por lo tanto

f∗ = fn = f0 + α0d0 + α1d1 + · · ·+ αn−1dn−1,

entonces, el método de GC converge en n pasos.

¥

Usando una escala del polinomio de Chebyshev p ∈ Πk
i en (3.31), podemos calcular la

cota de error en cada iteración

||ek||A ≤ 2

(√
cond(A)− 1√
cond(A) + 1

)k

||e0||A. (3.32)

Comparando esta cota de error con la del descenso máximo (3.27), podemos ver que es
considerablemente más pequeño cuando cond(A) es grande. Podemos obtener convergencia
fuerte si los eigenvalores de A están agrupados fuera de cero.
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Ejemplo 3.4.1. En la figura 3.1 se muestra la regularización iterativa, por medio de
gradiente conjugado y parámetros de regularización k y α =0.000001, aśı como una gráfica
de errores de solución.

||fα − ftrue|| k = 5

k = 10 k = 30

Figura 3.1: Regularización Iterativa, usando Gradiente Conjugado

Precondicionamiento

La cota de error (3.32) y los eigenvalores agrupados resultan motivadores para el con-
cepto de precondicionamiento. Consideremos el funcional cuadrático (3.25), con la matriz
A SDP. Deseamos una matriz M SDP, llamada precondicionador, para la cual M−1A tiene
una mejor distribución de eigenvalores que la de A.
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Algoritmo 3.4.3. Gradiente Conjugado con Precondicionamiento (PGC).

Para minimizar a J(f) = 1
2〈Af, f〉+〈b, f〉+c, donde A es SDP, o, para resolver Af = −b,

dada una matriz M precondicionadora SDP,

f0 := punto inicial
g0 := Af0 + b% gradiente inicial
r0 := M−1g0 % aplicación del precondicionador
d0 := r0 % dirección de búsqueda inicial
dot0 := 〈g0, r0〉
Para k = 1, 2, . . . hasta converger

wk = Adk

αk = dotk
〈dk,wk〉 % parámetro de búsqueda lineal

fk+1 = fk − αkdk % actualización de la solución aproximada
gk+1 = gk − αkwk % actualización del gradiente
rk+1 = M−1gk+1 % aplicación del precondicionador
dotk+1 = 〈gk+1, rk+1〉
βk = dotk+1

dotk
dk+1 = rk+1 + βkdk % actualización de la dirección de búsqueda
k = k + 1

termina

Nota: Una comparación del algoritmo de GC y el de PGC revela que ambos requieren de
una multiplicación por la matriz Hessiana A y calcular dos productos interiores en
cada iteración. Además, el algoritmo de PGC requiere precondicionamiento en cada
paso, es decir, la solución del sistema lineal Mrk = gk para obtener rk, mientras que
GC no. Por lo cual, PGC reduce en forma significante el costo computacional si:

(i) Es barato resolver el sistema linear Mr = g, y

(ii) La tasa de convergencia de PGC es significativamente más rápida que la tasa de
GC.

Ejemplo 3.4.2. En la figura 3.2 se muestra la regularización iterativa, por medio de gradi-
ente conjugado con precondicionamiento y parámetros de regularización k y α =0.000001,
aśı como una gráfica de errores de solución.

En este ejemplo utilizamos el precondicionador de Jacobi M = D donde D es la matriz
diagonal D = diag(K), es decir dii = Kii. Note que el calculo de M−1rk+1 cuenta O(n)
operaciones, lo cual es muy barato.
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||fα − ftrue|| k = 5

k = 10 k = 30

Figura 3.2: Regularización Iterativa, usando Gradiente Conjugado con precondicionamiento



CAṔITULO 4

Aplicación a problemas inversos para ecuaciones diferenciales parciales.

En este caṕıtulo presentaremos la aplicación del método de Regularización de Tijonov
a la resolución de problemas extremadamente mal planteados: problemas inversos en con-
ducción de calor. Estos problemas surgen en geof́ısica, ecoloǵıa, f́ısica, entre otras ciencias, y,
por lo general, se reducen a ecuaciones integrales de Fredholm. En particular estudiaremos
la ecuación de calor con retroceso en el tiempo y, mostraremos algunos ejemplos y resultados
numéricos para datos con y sin ruido.

4.1. Ecuación de Calor en 1-D sobre un segmento infinito

Consideremos el problema de Cauchy para la ecuación de calor

ut = a2uxx, −∞ < x < ∞, t > 0 (4.1)
u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x < ∞, Condición inicial

La solución del problema directo de (4.1) es

u(x, t) =
∫ ∞

−∞

1√
4πa2t

e−
(x−ξ)2

4a2t ϕ(ξ)dξ (4.2)

4.1.1. Problema Inverso

Vamos a mencionar dos problemas inversos para la ecuación diferencial parcial (4.1). El
primer problema inverso consiste en calcular la distribución inicial de temperaturas φ(x),

77
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suponiendo que se conoce la distribución de temperaturas en un tiempo posterior t = T > 0;
u(x, t) = g(x), es decir,

Datos: g(x) = u(x, T )

Incógnita ϕ(x) = u(x, 0)

Este problema se conoce generalmente como el “problema del calor con retroceso en el
tiempo”.

Evaluando (4.2) en t = T , obtenemos la siguiente ecuación integral de Fredholm de
primer tipo

u(x, T ) =
∫ ∞

−∞

1√
4πa2t

e−
(x−ξ)2

4a2T ϕ(ξ)dξ. (4.3)

Este problema tiene una solución única dado que la ecuación homogénea (g(x) = 0) satis-
face: ∫ ∞

−∞
(x− ξ)ne−

(x−ξ)2

4a2t ϕ(ξ)dξ = 0, n = 0, 1, . . .

El sistema
{

xn

ex2

}∞
n=1

es completo en C∞(R), esto implica que

ϕ(ξ) = 0, −∞ < x < ∞ (ver [2])

El segundo problema inverso de (4.1) trata de calcular ϕ(x) suponiendo que se conoce
la evolución de la temperatura en algún punto x0.

Eligiendo x0 = 0, el dato es: u(0, t) = g(t)

u(0, t) =
∫ ∞

−∞

1√
4πa2t

e−
ξ2

4a2t ϕ(ξ)dξ = g(t) (4.4)

esta es una ecuación integral de Fredholm de primer tipo. La ecuación integral (4.4) tiene
una infinidad de soluciones cuando g(t) = 0, debido a que cualquier función impar ϕ(ξ),
resuelve la ecuación homogénea.

4.2. Ecuación de Calor en 1-D sobre un segmento finito

Consideremos la ecuación de calor en un segmento finito. Tomemos en cuenta el pro-
blema con valores en la frontera.

ut = a2uxx, 0 < x < `, t > t0 > 0 (4.5)
u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `, Condición inicial
u(0, t) = u(`, t) = 0, t ≥ t0 Condiciones de frontera
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El problema directo se puede resolver por medio de separación de variables y series de
Fourier

u(x, t) =
∞∑

n=1

ϕne−(nπa
`

)2(t−t0)un(x)

donde

un(x) =

√
2
`

sin
(nπx

`

)
, n = 1, 2, . . .

ϕn =

√
2
`

∫ `

0
ϕ(ξ) sin

(
nπξ

`

)
dξ, n = 1, 2, . . .

es decir,

u(x, t) =
∫ `

0

∞∑

n=1

2
`
ϕ(ξ) sin

(
nπξ

`

)
exp

{
−

(nπa

`

)2
(t− t0)

}
sin

(nπx

`

)
dξ (4.6)

4.2.1. Problema Inverso

Ahora, formulemos para (4.5) el problema con retroceso en el tiempo, es decir, dado
g(x) = u(x, T ) encontrar ϕ(x) = u(x, 0).

Evaluando (4.6) en t = T , obtenemos

u(x, T ) =
∞∑

n=1

(
2
`

∫ `

0
ϕ(ξ) sin

(
nπξ

`

)
dξ

)
e−(nπa

` )2
(T−t0) sin

(nπx

`

)
= g(x), (4.7)

0 ≤ x ≤ `.

Notemos que el conjunto de las funciones un, n = 1, 2, . . . es un sistema ortonormal completo
en L2[0, `]. Además, el problema tiene solución única cuando g(x) = 0, debido a que en
este caso

∞∑

n=1

ϕne−(nπa
` )2

(T−t0)un(x) = 0.

Multiplicando esta última ecuación por uk(x) e integrando sobre [0, `], se obtiene

e−(nπa
` )2

(T−t0)ϕk = 0,

entonces
ϕk = 0,
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para toda k = 1, 2, . . .∞. Aśı que

∫ `

0
ϕ(ξ) sin

(
kπξ

`

)
dξ = 0 ∀ k ∈ N,

por lo cual
ϕ(ξ) = 0, 0 ≤ ξ ≤ `

de donde se sigue que (4.7) tiene solución única.

Ahora, verifiquemos las propiedades de estabilidad de la ecuación (4.7). Multiplicando
(4.7) por uk se obtiene

ϕk = e(
kπa

` )2
(T−t0)gk,

con

gk =

√
2
`

∫ `

0
g(ξ) sin

(
kπξ

`

)
dξ.

Por la igualdad de Parseval, tenemos

||ϕ||L2[0,`] =
∞∑

k=1

|ϕk|2 = e2(nπa
` )2

(T−t0)
∞∑

k=1

|gk|2 ,

esto implica que

||ϕ||L2[0,`] = e2(nπa
` )2

(T−t0)||g||L2[0,`],

si tomamos ϕ(x) = kuk(x), entonces al sustituir en (4.7) obtenemos

ke−( kπa
` )2

(T−t0)uk(x) = g(x).

Luego
||g||L2[0,`] → 0 cuando k →∞,

pero
||ϕ||L2[0,`] = k →∞ cuando k →∞,

lo cual muestra que el problema es inestable.

La ecuación (4.7) se puede escribir como

∫ `

0

( ∞∑

n=1

2
`

sin
(

nπξ

`

)
sin

(nπx

`

)
e−(nπa

` )2
(T−t0)

)
ϕ(ξ)dξ = g(x),
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de tal forma que se reduce a una ecuación integral de Fredholm de primer tipo

Kϕ ≡
∫ `

0
K(x, ξ)ϕ(ξ)dξ = g(x), (4.8)

con el kernel

K(x, ξ) =
∞∑

n=1

2
`

sin
(

nπξ

`

)
sin

(nπx

`

)
e−(nπa

` )2
(T−t0),

obsérvese que el problema de la ecuación (4.8) es mal-planteada, ya que la solución no
depende continuamente de los datos, debido a la inestabilidad del problema (4.7).

Ahora, como los conjuntos de funciones {un} y {ϕn} son sistemas ortonormales en
L2[0, `], entonces, un sistema singular para el operador integral K en (4.8) viene dado por

{
e−(nπa

` )2

;

√
2
`

sin
(nπx

`

)
;

√
2
`

sin
(nπx

`

)}
.

Por lo tanto, las funciones singulares son completas en L2[0, `], y tenemos que N (K) =
N (K∗) = {0}, y D(K†) = R(K) es denso en L2[0, `]. Entonces, del Teorema 3.2.2 se sigue
que (4.8) y por tanto su problema inverso es soluble si, y solo si,

∞∑

n=1

e2(nπa
` )2

|gn|2 < ∞ (4.9)

donde gn son los coeficientes de Fourier de g. En este caso la solución es dada por

ϕ(x) =

√
2
`

∞∑

n=1

e2(nπa
` )2

gn sin
(nπx

`

)
(4.10)

(4.9) y (4.10) muestran que este problema inverso es extremadamente mal planteado: existe
solución si los coeficiente de Fourier {gn} de g decaen extremadamente rápido (más rápido

que
{

e−(nπa
` )2}

), es decir, para g muy suave, [6].

Nota: Para K(x, ξ) suficiente suave, el operador K definido anteriormente es compacto en
un espacio de Banach razonable, tales como un espacio Lp. Incluso si la corresponden-
cia es biyectiva su inversa no será continua. Aśı pequeños errores en los datos g son
amplificados en la solución ϕ. En este sentido el problema de inferir ϕ de g está mal
planteado.

Por otro lado, como el kernel K(x, ξ) tiene derivadas parciales continuas de cualquier
orden en 0 ≤ x, ξ ≤ `, entonces podemos considerar que el operador lineal K actúa de
C[0, `] en Cp[0, `], donde p ∈ N. En este caso el problema de resolver (4.8) también es mal
planteado.
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Ahora, obtendremos una estimación de estabilidad suponiendo que tenemos información
adicional sobre la solución del problema. Por simplicidad, asumimos que a2 = 1, u(x, t) es
continua, y que tiene derivadas continuas ut(x, t), uxx(x, t) y satisface (4.5) para 0 ≤ x ≤ 1,
t0 − ε ≤ T donde ε es un número fijo positivo. Además, supongamos que u(x, t) no es
idénticamente cero.

Para t ∈ [t0 − ε, T ], consideremos la función de enerǵıa

g(t) =
∫ `

0
u2(x, t)dt,

derivando dos veces, obtenemos

g′(t) = 2
∫ l

0
u(x, t)ut(x, t)dx,

g′′(t) = 2
∫ l

0

[
(ut(x, t))2 + u(x, t)utt(x, t)

]
dx.

Como
(ut(x, t))t = (uxx(x, t))t = (ut(x, t))xx = uxxxx(x, t),

entonces

g′′(t) = 2
∫ l

0

[
(ut(x, t))2 + u(x, t)uxxxx(x, t)

]
dx.

Integrando el segundo término por partes y tomando en cuenta las condiciones de frontera
definidas en (4.5) obtenemos

∫ l

0
u(x, t)uxxxx(x, t)dx =

∫ l

0
(uxx(x, t))2 dx =

∫ l

0
(ut(x, t))2 dx,

por lo tanto,

g′′(t) = 4
∫ `

0
(ut(x, t))2 dx.

Ahora, consideremos la función h(t) = ln (g(t)). Queremos demostrar que h(t) es con-
vexa, es decir que h′′(t) ≥ 0 para t ∈ [t0 − ε, T ]. Notemos que

h′′(t) =
1

g2(t)

[
g′′(t)g(t)− (

g′(t)
)2

]

=
4

g2(t)

[∫ `

0
(ut(x, t))2 dx

∫ `

0
(u(x, t))2 dx−

(∫ `

0
ut(x, t)u(x, t)dx

)2
]

=
4

g2(t)

[
||ut(x, t)||2||u(x, t)||2 − 〈ut(x, t), u(x, t)〉2

]
.

Por lo tanto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, obtenemos que h′′(t) ≥ 0 para
t ∈ [t0− ε, T ]. La no-negatividad de h′′(t) en el intervalo [t0− ε, T ] nos dice que h(t) es una
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función convexa, lo cual implica que

h(t) ≤ h(t0 − ε)
T − t

T − (t0 − ε)
+ h(T )

t− (t0 − ε)
T − (t0 − ε)

,

para t ∈ [t0 − ε, T ]. De donde se sigue que

ln (g(t)) ≤ T − t

T − (t0 − ε)
ln (g(t0 − ε)) +

t− (t0 − ε)
T − (t0 − ε)

ln (g(T )) ,

entonces
g(t) ≤ [g(t0 − ε)]

T−t
T−(t0−ε) [g(T )]

t−(t0−ε)
T−(t0−ε) , (4.11)

para t ∈ [t0 − ε, T ]. Esta estimación de enerǵıa se utiliza para encontrar una condición de
estabilidad para la solución del problema de calor con retroceso en el tiempo. Se procede
como se indica a continuación.

Consideremos la funciones ui(x, t) donde i = 1, 2, las cuales satisfacen condiciones
similares a la de u(x, t), es decir pedimos que sean solución de la ecuación de norma finita
en el tiempo inicial

[∫ `

0
(ui(x, t0 − ε))2 dx

]1/2

≤ C, i = 1, 2, (4.12)

donde C es una constante positiva. Denotando

u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t),

obtenemos de (4.11)

∫ `

0
u2(x, t)dx ≤

[∫ `

0
u2(x, t0 − ε)dx

] T−t
T−(t0−ε)

[∫ `

0
u2(x, T )dx

] t−(t0−ε)
T−(t0−ε)

.

Tomando t = t0 y usando la desigualdad (4.12) obtenemos

||u(x, t0)||L2[0,`] ≤ (2C)
T−t0

T−(t0−ε) ||u(x, T )||
ε

T−(t0−ε)

L2[0,`] . (4.13)

Esta desigualdad es el estimador de la estabilidad condicional para la ecuación de calor
con retroceso en el tiempo. Esto se obtiene utilizando la hipótesis de que ui(x, t), i = 1, 2
satisface la desigualdad (4.12), es decir, sus normas en L2[0, `] para t = t0− ε son acotadas.
Esta estimación es un tanto extraña, ya que se obtuvo de una solución del problema inverso
asumiendo únicamente (4.12) y esto no proporciona la compacidad del conjunto en L2[0, `].
Veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.2.1. Consideremos el siguiente problema de valores a la frontera

ut = uxx, 0 < x < 1, 0 < t ≤ T (4.14)
u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T.

con condición inicial

u(x, 0) = ϕ(x) =
{

x, x ≤ 1/2;
1− x, x > 1/2.

(4.15)

Figura 4.1: u(x, 0) = ϕ(x)

La solución del problema directo se puede encontrar utilizando separación de variables y
series de Fourier. El resultado es

u(x, t) =
4
π2

∞∑

n=1

sin
(

nπ
2

)

n2
e−(nπ)2t sin(nπx). (4.16)

El propósito es resolver el problema inverso: suponiendo que conocemos la solución u(x, T )
con T = 1.5, queremos recuperar el valor inicial ϕ(x) = u(x, 0).

Como ya hemos discutido anteriormente el problema es extremadamente inestable. Uti-
lizaremos el método de regularización de Tijonov aplicado al problema (4.8) tomando cua-
tro términos de la serie que representa al kernel K(x, ξ). Asimismo consideramos el valor
u(x, 1.5) utilizando cuatro término de la serie (4.16). También consideraremos el caso en
que a los datos le agregamos un ruido aleatorio

u(x, 1.5) + δ con δ ≤ ||g||.
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Caso 1. Datos sin ruido.

Figura 4.2: u(x, 1.5) = g(x)

Observe en la Figura (4.3) la solución obtenida sin ruido en los datos. En este caso,
obtenemos una buena solución sin realizar regularización de Tijonov al problema truncado,
debido a que al truncar las series ya estamos aplicando una especie de regularización por
medio de filtrado, al excluir los términos de alta frecuencia que son los más inestables.

Figura 4.3: u(x, 1.5) = g(x), ||ϕexacta−ϕaprox||
||ϕexacta|| =0.1204
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Ahora veamos las soluciones obtenidas con la Regularización de Tijonov en la Figura
(4.4), el cual utiliza el método de Gradiente Conjugado y una tolerancia de 10−16 (como
método de paro).

α = 1× 10−12, ||ϕexacta−ϕaprox||
||ϕexacta|| =0.8803 α = 1× 10−13, ||ϕexacta−ϕaprox||

||ϕexacta|| =0.4334

α = 1× 10−14, ||ϕexacta−ϕaprox||
||ϕexacta|| =0.1376 α = 1× 10−16, ||ϕexacta−ϕaprox||

||ϕexacta|| =0.12026

Figura 4.4: Soluciones del problema del calor con retroceso en el tiempo (4.14, sin ruido en
los datos), con Regularización de Tijonov.

Cabe destacar que, cuando α ≤ 1 × 10−16 la solución ya no cambia y el error relativo
es 0.12026, además esta es la mejor solución para el problema sin ruido en los datos.
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Caso 2. Datos con ruido. En la siguiente Figura se muestra la función u(x, T ) = g(x)
con ruido, la cual se construye de la siguiente forma:

g(x) = g(x) + δ, con ||δ|| = 1.5625× 10−6.

Figura 4.5: u(x, 1.5) = g(x), datos con ruido.

En la Figura (4.6) podemos apreciar la solución obtenida sin utilizar un método de
regularización.

Figura 4.6: Función inicial φ(x) = u(x, 0) obtenida sin regularización.
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Notemos que, la amplificación exponencial del error aparece para un tiempo corto ar-
bitrario (T > 0), pero llega a ser peor a medida que aumenta T . A diferencia del caso
anterior, en esta ocasión es necesario utilizar un método de regularización para obtener
una solución que describa las condiciones iniciales en forma razonable. Utilizando el méto-
do de regularización de Tijonov combinado con el método de gradiente conjugado con una
tolerancia de 10−16, se obtienen los resultado mostrados en la Figura 4.7.

α = 1× 10−12, ||ϕexacta−ϕaprox||
||ϕexacta|| =0.822 α = 1× 10−13, ||ϕexacta−ϕaprox||

||ϕexacta|| =0.1656

α = 7× 10−14, ||ϕexacta−ϕaprox||
||ϕexacta|| =0.1209 α = 1× 10−14, ||ϕexacta−ϕaprox||

||ϕexacta|| =0.4363

Figura 4.7: Soluciones del problema del calor con retroceso en el tiempo (4.14, datos con
ruido), con Regularización de Tijonov.
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Este problema inverso es extremadamente mal condicionado. A pesar de que el problema
tiene solución única para g en la cual sus coeficientes de Fourier gk decaen extremadamente
rápido (mucho más que {e−(nπ)2}), el problema es altamente inestable debido a que un
error pequeño en el n−ésimo coeficiente de Fourier es amplificado por el factor e(nπ)2 .
De hecho, un error alrededor de 10−8 en el quinto coeficiente de Fourier de los datos nos
conduce a un error de aproximadamente 103 en la temperatura inicial. Debido a esta alta
inestabilidad de los modos de alta frecuencia, debemos retener solamente tres primeros
términos en la serie de Fourier y filtrar todos los demás, con el objeto de controlar el
crecimiento del ruido en la solución del problema (4.8). Al problema filtrado resultante, el
cual sigue siendo mal condicionado, se le aplica la regularización de Tijonov en combinación
con el método iterativo de gradiente conjugado. Retener más términos en la serie de Fourier
amplifica el ruido enormemente y hace casi imposible recobrar una buena solución a pesar
de la regularización del problema resultante. Lo anterior muestra el necesario “compromiso
entre precisión y estabilidad”.

El problema de calor con retroceso en el tiempo es un problema extremadamente dif́ıcil
y altamente inestable como ya se ha demostrado. En el caso unidimensional se puede hac-
er truncamiento de las serie asociada al kernel en (4.8), además de la discretización de
la integral por medio de la regla del punto medio. En el caso de los datos sin ruido, es
posible recobrar una solución razonable sin realizar regularización adicional. Sin embargo,
en el caso de datos con ruido, a pesar de la “preregularización”, debido al truncamien-
to y discretización de la integral, el problema discreto resultante sigue siendo muy mal
condicionado y la regularización es indispensable, como muestran los resultados.

4.3. Ecuación de Calor en 2-D sobre un segmento finito

Consideremos la caja rectangular D = [0, X] × [0, Y ], y sea ∂D su frontera. Ahora,
tomemos en cuenta el siguiente problema de valores en la frontera en dos dimensiones, para
una función u = u(x, y, t)

ut = a2(uxx + uyy), en D, t > t0 > 0, (4.17)
u(x, y, 0) = ϕ(x, y), en D, Condición inicial,
u(x, y, t) = 0 sobre ∂D, t ≤ 0.

El problema directo se puede resolver por medio de separación de variables y series de
Fourier, de tal manera que llegamos a

u(x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑

n=1

ϕmne−a2[(mπ
X

)2+(nπ
Y

)2](t−t0)umn(x, y),

donde
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umn(x, y) = sin
(mπ

X
x
)

sin
(nπ

Y
y
)

, m, n = 1, 2, . . . ,

y

ϕmn =
4

XY

∫ Y

0

∫ X

0
ϕ(ξ, ζ) sin

(mπ

X
ξ
)

sin
(nπ

Y
ζ
)

dξdζ, m, n = 1, 2, . . . ,

es decir,

u(x, y, t) =

∫ Y

0

∫ X

0

∞∑

m=1

∞∑

n=1

4
XY

ϕ(ξ, ζ) sin
(

mπξ

X

)
sin

(
nπζ

Y

)
e
−

[
(mπa

X )2
+(nπa

Y )2
]
(t−t0) sin

(mπx

X

)
sin

(nπy

Y

)
dξdζ

(4.18)

4.3.1. Problema Inverso

El problema de la ecuación de calor bidimensional (4.17) con retroceso en el tiempo es:
dado g(x, y) = u(x, y, T ) encontrar ϕ(x, y) = u(x, y, 0), para T ≥ t0 > 0. Reescribiendo y
evaluando (4.18) en t = T , obtenemos

u(x, y, T ) = g(x, y) =

∫ Y

0

∫ X

0

{ ∞∑
m=1

∞∑
n=1

4

XY
sin

(
mπξ

X

)
sin

(
nπζ

Y

)
sin

(mπx

X

)
sin

(nπy

Y

)
e
−

[
( mπa

X )2+( nπa
Y )2

]
(T−t0)

}
ϕ(ξ, ζ)dξdζ.

(4.19)

Notemos que, este problema se reduce a la siguiente ecuación de Fredholm de primer tipo

Kϕ ≡
∫ Y

0

∫ X

0
K(x, y, ξ, ζ)ϕ(ξ, ζ)dξdζ = g(x, y), (4.20)

con kernel

K(x, y, ξ, ζ) =
∞∑

m=1

∞∑

n=1

4
XY

sin
(

mπξ

X

)
sin

(
nπζ

Y

)
sin

(mπx

X

)
sin

(nπy

Y

)
e
−

[
(mπa

X )2
+(nπa

Y )2
]
(T−t0)

.
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Para dar solución a este problema inverso, vamos a discretizar la ecuación (4.20) con la
cuadratura del punto medio, para aśı obtener un sistema linear discreto Kϕ = g. Tomando
h = X

M , k = Y
N , xi = (i− 1

2)h y yj = (j − 1
2)k donde 1 ≤ i ≤ M y 1 ≤ j ≤ N , obtenemos

[K]ijlp =

4
MN

∞∑
m=1

∞∑
n=1

sin

(
mπ(l − 1

2
)

M

)
sin

(
nπ(p− 1

2
)

N

)
sin

(
mπ(i− 1

2
)

M

)
sin

(
nπ(j − 1

2
)

N

)
e
−

[
( mπa

X )2+( nπa
Y )2

]
(T−t0)

,

(4.21)

para resolver este sistema de ecuaciones, se hace el siguiente cambio de variables

(i, j) ↔ (j − 1)M + i = r,

(l, p) ↔ (p− 1)N + l = s.

Ahora, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.1. Supongamos que conocemos la solución del problema directo u(x, y, T ) =
g(x, y) de la ecuación (4.17) al tiempo T =0.01 con a = 1, donde X = 1 y Y = 1.

Vamos a resolver el problema inverso usando Regularización de Tijonov y el método de
Gradiente Conjugado, además de considerar 3 modos de la serie (4.21), la cual representa
el kernel del problema (4.20).

Para obtener una distribución de temperaturas en el tiempo T , g(x, y) = u(x, y, T ), dada
una distribución inicial de temperaturas ϕ(x, y) = u(x, y, 0), resolvemos numéricamente
(4.17) usando un método impĺıcito de direcciones alternantes (ADI, ver apéndice D), donde
se considera una malla de tamaño 160×160, luego, usamos una malla gruesa e interpolamos,
de esta forma obtenemos (Figura 4.8):
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g(x, y) (Datos con ruido).

Curvas de nivel.

Figura 4.8: Solución del problema directo de la ecuación de calor bidimensional,
u(x, y, 0.01) = g(x, y).
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Para obtener la solución mostrada en la Figura 4.8 se utilizó la condición inicial ϕ(x, y)
siguiente

ϕ(x, y) =





2y, si x ≥ y, 1− x ≥ y;
2(1− x), si x ≥ y, 1− x ≤ y;
2(1− y), si x ≤ y, 1− x ≤ y;
2x, si x ≤ y, 1− x ≥ y.

(4.22)

Figura 4.9: Condición inicial exacta ϕ(x, y).

En la Figura 4.10 se muestra la mejor solución recuperada, comparada con la exacta.
La solución recuperada difiere de la ”exacta” en dos aspectos: su amplitud es menor, y no
se pueden recuperar las discontinuidades de la derivada a lo largo de las ĺıneas diagonales
del dominio.
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Condición inicial ϕ exacta, Condición inicial recuperada
usando regularización

Curvas de nivel de la Curvas de nivel de la
condición inicial exacta. condición inicial recuperada.

Figura 4.10: Soluciones del problema del calor bidimensional con retroceso en el tiempo.
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Notemos que, la diferencia entre la condición inicial exacta y la recuperada por regu-
larización es pequeña, es decir, la condición inicial recuperada tiene un error del 4 % com-
parada con la exacta.

Figura 4.11: Diferencia entre la condición inicial exacta y la recuperada.

Ejemplo 4.3.2. Ahora, nuevamente consideremos X = 1, Y = 1, y a diferencia del ejemplo
anterior, T =0.05; en este ejemplo vamos asumir como condición inicial u(x, y, 0) = ϕ(x, y)
a la función ”peaks”de MATLABr 7.0. Ver Figura 4.12.

Resolvemos numéricamente el problema directo, considerando una malla de tamaño
160× 160 y usando el método ADI, del cual obtenemos la función u(x, y, T ) = g(x, y) que
se muestra en la Figura 4.13.
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Figura 4.12: Condición inicial exacta con ruido.

Por la manera en que hemos obtenido g(x, y) podemos asumir que los datos tienen ruido,
además, notemos que hemos perdido las discontinuidades que se tienen en la condición
inicial, como es de esperarse. Por otro lado, cabe aclarar, que usamos este tiempo final T
por que de otra forma tenemos: si T es mayor no recuperamos información y, si T es más
pequeño, no podremos ilustrar el método de regularización del problema inverso.

En la figura 4.13 se ilustra la función g(x, y) con sus correspondientes curvas de nivel.
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g(x, y), obtenida por el método ADI.

Curvas de nivel.

Figura 4.13: Solución del problema directo de la ecuación de calor bidimensional,
u(x, y, 0.01) = g(x, y).
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Ahora, observemos en la figura 4.14 la comparación entre la condición inicial exacta
(con ruido) y la condición inicial recuperada por el método de regularización de Tijonov y
Gradiente Conjugado, donde el parámetro de regularización es α = 10−15.

Condición inicial ϕ exacta, Condición inicial recuperada
usando regularización.

Curvas de nivel de la Curvas de nivel de la
condición inicial exacta. condición inicial recuperada.

Figura 4.14: Soluciones del problema del calor bidimensional con retroceso en el tiempo.

Observe que, perdemos aproximadamente el 28 % de información.
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Figura 4.15: Diferencia entre la condición inicial exacta y la recuperada.

Estos problemas inversos son extremadamente mal planteados, por lo que al igual que
en el caso de una dimensión, errores pequeños en el n−ésimo coeficiente de Fourier se
amplifican enormemente, y debemos encontrar un equilibrio entre precisión y estabilidad.
Por otro lado, el operador de difusión suaviza la solución del problema directo, por lo
tanto, si la función ϕ no es suficientemente suave, entonces no podremos recuperar toda
la información de esta. Además, en tiempos largos, las singularidades de la función ϕ se
pierden, y resulta dif́ıcil o hasta imposible recuperar completamente la condición inicial,
especialmente en regiones con gradientes altos o no continuos. Una de las razones por las
que no podemos recuperar en forma razonable el dato inicial, cuando este tiene una forma
compleja, es que al truncar la serie que representa el núcleo en el problema (4.20) no es
posible recuperar las caracteŕısticas fundamentales de ϕ con un número finito de funciones
trigonométricas (tres en este caso).
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CAṔITULO 5

Conclusiones

Los problemas inversos son de suma importancia en las aplicaciones, ya que la mayoŕıa
de estos problemas pueden ser escritos como ecuaciones operacionales de primer tipo, con
operadores tanto lineales como no lineales (en este trabajo nos hemos enfocamos únicamente
en operadores lineales), por ejemplo la ecuación integral de Fredholm de primer tipo. En
el presente trabajo se definió el mal planteamiento de estos problemas, y se construyeron
ejemplos que ilustran el mal planteamiento de los problemas inversos.

Se formalizaron algunos conceptos básicos del mal planteamiento y regularización,
mostramos un ejemplo en el cual ilustramos gráfica y anaĺıticamente las dificultades que
se presentan en la solución de los problemas inversos. Cabe resaltar, que normalmente el
ruido en los datos es el que provoca el mal planteamiento en los problemas inversos, ya
que un poco de “ruido” se amplifica tremendamente en el proceso de solución, debido a las
división por los pequeños valores singulares del operador. El crecimiento de este error se
controla mediante los métodos de regularización los cuales buscan restaurar la estabilidad
de las soluciones con relación a los datos. El método de regularización más común es el
de Tijonov, que al igual que otros métodos de regularización, depende de un parámetro de
regularización α (escogido a priori para los ejemplos mostrados, aunque existen métodos
adecuados para determinar el valor de dicho parámetro).

Hemos visto que el método de regularización de Tijonov tiene una representación varia-
cional, por lo cual podemos utilizar métodos directos o iterativos para calcular la solución
de un problema inverso, por ejemplo podemos resolver el problema inverso usando técnicas
de mı́nimos cuadrados.

Aśı mismo, hemos revisado métodos de regularización iterativos los cuales tienen como
parámetro de regularización el número de iteraciones k, donde a menor k mayor regulari-
zación y viceversa. No obstante, debemos tener cuidado de no utilizar un k demasiado
pequeño, ya que podŕıamos estar lejos de la solución exacta.
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Realizamos también una revisión de la teoŕıa de Operadores Compactos, la inversa
generalizada y métodos de optimización, ya que ésta teoŕıa esta ı́ntimamente relacionada
con la regularización de problemas mal planteados, y nos es de gran utilidad para resolver
los problemas inversos abordados en el caṕıtulo 4.

Por otro lado, resolvimos el problema del calor con retroceso en el tiempo en 1 y 2
dimensiones, usando el método de regularización de Tijonov en conjunto con el método
de Gradiente Conjugado. Tales problemas son extremadamente mal planteados, ya que
un pequeño error en la n−ésimo coeficiente de Fourier es amplificado tremendamente, de
donde se concluye que: debemos encontrar un equilibrio entre precisión y estabilidad.

Hemos obtenido buenas aproximaciones de las soluciones considerando datos con y sin
ruido para el problema en 1 dimensión, debido al truncamiento de la serie asociada al kernel
del problema y la discretización de la integral por medio de la regla del punto medio, por lo
cual es posible obtener una solución razonable sin realizar regularización cuando los datos
no tienen ruido. No obstante, cuando los datos tienen un cierto nivel de ruido, a pesar del
truncamiento y la discretización, el problema inverso sigue siento muy mal condicionado y es
necesario aplicar regularización para obtener resultados favorables. En el caso del problema
de calor en 2 dimensiones, podemos asumir que los datos tienen ruido por la manera en que
se obtuvieron. Además, las soluciones recuperadas difieren de la exacta en que su amplitud
es menor y no se pueden recuperar las discontinuidades, ya que el problema directo suaviza
la solución, y en tiempos largos, las singularidades de la condición inicial se pierden, debido
a que ésta no es lo suficientemente suave.

Aśı, los resultados numéricos obtenidos permiten afirmar que el método utilizado es una
técnica numérica eficiente para regularizar los problemas inversos mal planteados en este
trabajo. Desde el punto vista computacional la implementación es rápida y eficiente.



APÉNDICE A

Resultados Importantes

Lema A.1.1. Un subconjunto compacto M de un espacio métrico es cerrado y acotado.

Teorema A.1.1. (Dimensión Finita). Si un espacio normado X tiene la propiedad que
la bola unitaria cerrada es compacta, entonces dim(X) < ∞.

Teorema A.1.2. (Compacidad). Si dim(X) < ∞, M ⊂ X es compacto ⇔ M es cerrado
y acotado.

Teorema A.1.3. (Rango y espacio nulo). Sea T un operador lineal

a) El rango R(T ) es un espacio vectorial.

b) Si dim(D(T )) = n < ∞, entonces dim(R(T )) ≤ n.

c) El espacio nulo N (T ) es un espacio vectorial.

Teorema A.1.4. (Dimensión Finita). Si X es un espacio normado de dimensión finita,
cualquier operador lineal sobre X es acotado.

Lema A.1.2. (Continuidad.) Sean X y Y espacios normados. Entonces

a) Cualquier operador compacto T : X → Y es acotado (continuo).

b) Si dim(X) = ∞, el operador identidad I : X → X (el cual es continuo) no es
compacto.

Demostración.
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a) ||T || = sup
||x||=1

||Tx||. La bola unitaria B = {x ∈ X : ||x|| = 1} es acotada.

Como T es compacto, entonces T (B) es compacto sobre Y (espacio métrico). Luego
por el lema A.1.1 es acotado

∴ ||T || < ∞

b) Si el operador I fuera compacto, entonces la bola unitaria seŕıa compacta y dim(X) =
∞. Esto contradice el Teorema A.1.1.

¥

Teorema A.1.5. (Criterio de compacidad.) Sean X y Y espacios normados y T :
X → Y un operador lineal. T es compacto ⇔ mapea cualquier sucesión acotada {xn} ∈ X
sobre una sucesión {Txn} ⊂ Y que tiene una subsucesión convergente.

Demostración.

⇒) Si T es compacto y {xn} ∈ X acotada, entonces {Txn} es compacta, y por definición
tiene una subsucesión convergente.

⇐) Sea B ⊂ X acotado, queremos demostrar que T (B) es compacto.
Sea {yn} en T (B), yn = Txn, xn ∈ B. Como {Txn} tiene una subsucesión conver-
gente, entonces T (B) es compacto.

∴ T es compacto.

¥

Teorema A.1.6. (Dominio ó rango de dimensión finita). Sean X, X espacios nor-
mado y T : X → Y un operador lineal.

a) Si T es acotado y dim(T (X)) < ∞, entonces T es compacto.

b) Si dim(X) < ∞, el operador lineal T : X → Y es compacto.

Teorema A.1.7. Sea {Tn} una sucesión de operadores lineales compactos de un espacio
normado X en un espacio de Banach Y. Si ||Tn − T || → 0, entonces T es compacto.



APÉNDICE B

Descomposición en Valores Singulares (SVD)

Sea A una matriz m× n con m ≥ n, entonces existen matrices unitarias u ortonormal
Umxn y Vnxn tales que

UT AV = Σ (B.1)

donde Σ es una matriz diagonal de tamaño m×n cuyas entradas σi son los llamados valores
singulares de la matriz A ordenados en orden decreciente, σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn > 0.

Los vectores ui que forman las columnas de U son llamados vectores singulares de A por
la izquierda, mientras los vectores vi son llamados vectores singulares de A por la derecha.

Despejando A en la ecuación (B) obtenemos la factorización de A o SVD de A de tal
forma que

A = UΣV T (B.2)

la cual tiene la siguiente forma




A




mxn

=




u1 u2 · · · um




mxm




σ1

σ2

. . .
σn




mxn




v1 v2 · · · vn




T

nxn
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Teorema B.1.8. Toda matriz Amxn admite una descomposición en valores singulares.
Además, los valores singulares están determinados de forma única.

Proposición B.1.1. Los valores singulares cumplen con

i. Sea r = rango(A), A tiene r valores singulares distintos de cero.

ii. Si A ∈ Cnxn y sus valores singulares son σ1 ≥ · · · ≥ σn

⇒ | det(A) |= σ1 · . . . · σn

iii. Los valores singulares de A ∈ Cmxn son las ráıces cuadradas positivas de los valores
propios de AT A y también de los de AAT .

iv. Si A ∈ Cmxn es invertible y σ1 ≥ · · · ≥ σn son sus valores singulares, los de A−1 serán:

1
σn

≥ · · · ≥ 1
σ1

v. Todo elemento de la diagonal σi cumple:

Avj = σjuj , 1 ≤ j ≤ n.

vi. Si A ∈ Cnxn (no necesariamente simétrica) su número de condición se define como

cond(A) =
σ1(A)
σn(A)

. (B.3)

Esta matriz es llamada mal-condicionada si cond(A) es grande, por ejemplo, 107,
1016, etc. Y decimos que, A es bien-condicionada si cond(A) es pequeño, por ejem-
plo, 1, 10, 103.

vii. Si A ∈ Cmxn y σ1 ≥ · · · ≥ σr son sus valores singulares, entonces

||A||2F =
r∑

i=1

σ2
i (B.4)

||A|| = σ1 (B.5)

Ejemplo B.1.3. Sea A =
[

3 0
0 −2

]
, encontrar la SVD de A.

AT A =
[

9 0
0 4

]
, los valores propios de AT A son λ1 = 9 y λ2 = 4.

Además notemos que AT A = V Σ2V T , por lo cual Σ2 =
[

9 0
0 4

]
⇒ Σ =

[
3 0
0 2

]

Ahora buscamos los vectores propios de AT A y los normalizamos para formar la matriz

V . Para λ1 = 9 tenemos que le corresponde el vector propio v1 =
[

1
0

]
y a λ2 = 4 le

corresponde el vector propio v2 =
[

0
−1

]
, de donde se obtiene V =

[
1 0
0 −1

]
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Por último, para obtener U se opera de forma análoga: AAT = (UΣV T )(V ΣUT ) =
UΣ2UT ,

U =
[

1 0
0 1

]

Por tanto A = UΣV T

A =
[

1 0
0 −1

] [
3 0
0 2

] [
1 0
0 1

]

Ejemplo B.1.4. Sea A =




2 0
0 −3
0 0


, encontrar la SVD de A.

AT A =
[

4 0
0 9

]
, los valores propios de AT A son λ1 = 9 y λ2 = 4.

⇒ Σ =




3 0
0 2
0 0




Ahora los vectores propios de AT A normalizados correspondientes a λ1 y λ2 son v1 =[
0
1

]
y v2 =

[
1
0

]
, por tanto

V =
[

0 1
1 0

]

análogamente para A ∗AT

U =




0 1 0
−1 0 0
0 0 1




de esta manera

A =




0 1 0
−1 0 0
0 0 1







3 0
0 2
0 0




[
0 1
1 0

]
.
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APÉNDICE C

Método Impĺıcito

Vamos a introducir la idea del método impĺıcito, considerando el problema de encontrar
la función u(x, t) la cual satisface la ecuación de calor homogénea, dada como

ut = a2uxx, 0 < x < `, t > 0 (C.1)
u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `, Condición inicial
u(0, t) = u(`, t) = 0, t ≥ t0 Condiciones de frontera

En este problema, asumimos que la función ϕ(x) es conocida. Vamos a resolver el
problema usando aproximación de las derivadas por medio de diferencias finitas de modo
que este nos lleve a un esquema de tipo impĺıcito, es decir, utilizaremos esquemas de
diferencias finitas de tiempo hacia atrás. Para esto, hay que seguir los siguientes pasos:

1. Dividamos el intervalo (0, `) en J subintervalos y el intervalo de tiempo (0, T ), donde
T es el tiempo final, en N subintervalos

tn = n∆t, n = 0, 1, . . . , N.

xj = j∆x, j = 0, 1, . . . , J.

donde ∆t = T
N y ∆x = `

J . Los puntos tienen la forma (xj , tn), y constituyen una
malla donde deseamos encontrar los valores aproximados Un

j de la solución exacta
u(xj , tn).

2. Evaluamos la ecuación diferencial en el punto (x, t) = (xj , tn) y obtenemos:

uxx(xj , tn) = a2ut(xj , tn) (C.2)

También necesitamos evaluar las condición inicial y las de frontera respecto a los
puntos de la malla.
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3. Vamos aproximar las derivadas en el punto (xj , tn) con diferencias finitas. Considere-
mos un esquema de diferencias impĺıcito, es decir, utilizaremos una aproximación de
diferencias finitas de tiempo haćıa atrás, de está forma obtenemos

Un+1
j − Un

j

∆t
= a2

[
Un+1

j+1 − 2Un+1
j + Un+1

j−1

(∆x)2

]
(C.3)

U0
j = ϕ0(xj) (Condición inicial) (C.4)

Un
0 = Un

j = 0 (Condiciones de Frontera) (C.5)

La molécula computacional es de la siguiente manera:

Figura C.1: Molécula del método impĺıcito.

La ecuación (C.3) se puede reescribir de la siguiente manera:

−νUn+1
j−1 + (1 + 2ν)Un+1

j − νUn+1
j+1 = Un

j j = 1, . . . , J − 1, (C.6)

donde ν = a2 ∆t
(∆x)2

.

Cabe resaltar que, el método impĺıcito es incondicionalmente estable, ya que su
factor de amplificación

λ(κ) =
1

1 + 4ν sin2(1
2κ∆x)

,

cumple con la condición de Von Neumann, es decir, λ(κ)es menor que 1 en valor absoluto
∀ κ y para todo valor de ν. Por lo que, ∆t y ∆x se escogen tomando en cuenta criterios de
precisión.

Este método, a diferencia de los métodos expĺıcitos, tiene un costo computacional alto,
ya que es necesario resolver en cada nivel de tiempo tn+1 un sistema de ecuaciones de
tamaño (J − 1)× (J − 1) con una matriz constante
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A = I + ν




2 −1
−1 2 −1 0

−1 2 −1
. . . . . . . . .

0 −1
−1 2




(C.7)

donde I es la matriz identidad de tamaño (J − 1)× (J − 1).

El costo computación de este método es muy alto, debido a la utilización de memoria
(por la necesidad de almacenar la matriz), por el número de operaciones que hay que
realizar, al tener que resolver un sistema de ecuaciones en cada paso de tiempo.

Notemos que la mayoŕıa de los coeficientes de la matriz A del sistema son cero, por
lo cual esta es una matriz rala (sparse). Además, la matriz A es una matriz tri-diagonal
y diagonalmente dominante. Podemos aprovechar esta estructura para ahorrar memoria
y resolver el sistema de manera muy eficiente. El método más eficiente en este caso es el
algoritmo de Thomas. Este método consiste en reducir un sistema tri-diagonal a un
sistema bi-diagonal superior por medio de la eliminación del término Uj−1 de la ecuación
(C.6),de tal manera que obtengamos

Uj − ejUj+1 = fn
j , con ej =

ν

1 + 2ν − νej−1
, fn

j =
Un

j + νfn
j−1

1 + 2ν − νej−1
, (C.8)

para j = 1, 2, . . . , J − 1 con e0 = f0 = 0. Este sistema bi-diagonal se puede resolver de
manera fácil por medio de sustitución hacia atrás:

UJ = 0;
Para j = J − 1, . . . , 1 hacer

Uj = fn
j + ejUj+1;

Terminar

Esta metodoloǵıa es parte de los algoritmos que se conocen como resolvedores rápidos
(fast solvers). La técnica de solución es un caso particular de una técnica denominada
de reducción ćıclica. Debido a que la matriz original es diagonalmente dominante cada
coeficiente ej en (C.8) es menor a uno en valor absoluto, lo cual garantiza que el uso de
las relaciones de recurrencia como Uj = fj + ejUj+1 = fj , para encontrar la solución, es
numéricamente estable.
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APÉNDICE D

Métodos Impĺıcitos de direcciones alternantes (ADI)

Consideremos la caja rectangular D = [0, X]× [0, Y ] y denotemos por ∂D a su frontera.
Sea a > 0 un coeficiente de difusión constante. El problema parabólico bidimensional
(ecuación de calor), con condiciones de frontera Dirichlet, cosiste en calcular u = u(x, y, t)
tal que

ut = a2(uxx + uyy), en D, t > 0, (D.1)
u(x, y, 0) = ϕ0(x, y), en D,

u(x, y, t) = h(x, y, t) sobre ∂D, t ≤ 0

Construimos una malla uniforme sobre el dominio D de la siguiente manera: Se divide
[0, X] en I subintervalos, [0, Y ] en J subintervalos. Los puntos de la malla sobre D son

xi = i∆x, i = 0, 1, . . . , I.

yj = j∆y, j = 0, 1, . . . , J.

donde ∆x = X
I y ∆y = Y

J . Dividimos el intervalo de tiempo [0, T ] en N subintervalos, de
tal manera que los niveles de tiempo discretos son tn = n∆t, n = 1, . . . , N , con ∆t = T

N .

Como los métodos impĺıcitos son muy eficientes en una dimensión, ya que contamos
con un resolvedor rápido y eficiente para sistemas tridiagonales, que es el algoritmos de
Thomas. En el problema bidimensional, para cada n se debe resolver un sistema lineal de
ecuaciones de tamaño [(I − 1) × (J − 1)] × [(I − 1) × (J − 1)]. Por ejemplo, supongamos
νx = νy, entonces la matriz del sistema es:
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A = I +
1
2
ν




A −I
−I A −I 0

−I A −I
. . . . . . . . .

0 −I
−I A




, (D.2)

donde A es de la forma

A =




4 −1
−1 4 −1 0

−1 4 −1
. . . . . . . . .

0 −1
−1 4




Obsérvese que la matriz A viene dada por bloques, además no hay forma de permutar
renglones y columnas, para poder resolver el sistema de forma eficiente. Por lo cual, en
dos dimensiones es natural buscar métodos bidimensionales que sean impĺıcitos en una
dirección pero no en ambas. El siguiente esquema (Paeceman-Rachford(1955)), es un
ejemplo de este tipo de esquemas

Un+1/2 − Un

∆t/2
= a2 δ2

xUn+1/2

(∆x)2
+ a2

δ2
yU

n

(∆y)2
Impĺıcito en x, Expĺıcito en y. (D.3)

Un+1 − Un+1/2

∆t/2
= a2 δ2

xUn+1/2

(∆x)2
+ a2

δ2
yU

n+1

(∆y)2
Expĺıcito en x, Impĺıcito en y.(D.4)

donde

U := Ui,j ,

δ2
xU := Ui−1,j − 2Ui,j + Ui+1,j ,

δ2
yU := Ui,j−1 − 2Ui,j + Ui,j+1.

Sea νx = a2 ∆t
(∆x)2

y νy = a2 ∆t
(∆y)2

. El esquema anterior se puede reescribir de la siguiente
forma

(1− 1
2
νxδ2

x)Un+1/2 = (1 +
1
2
νyδ

2
y)U

n, (D.5)

(1− 1
2
νyδ

2
y)U

n+1 = (1 +
1
2
νxδ2

x)Un+1/2, (D.6)

el cual constituye un sistema de dos problemas impĺıcitos unidimensionales. La solución de
cada uno de estos sistemas involucra solo conjuntos de ecuaciones tridiagonales. El trabajo
necesario, en un paso de tiempo, necesita de la solución de J − 1 sistemas tridiagonales
de orden J − 1. En la siguiente figura se puede observar el orden en el que se pueden
resolver estos sistemas tridiagonales. A éste tipo de esquemas se les conoce comúnmente
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como esquemas impĺıcitos de direcciones alternantes ó ADI (alternating direction
implicit).

El método ADI es incondicionalmente estable, y su factor de amplificación es el sigu-
iente:

λ(κ1, κ2) =
(1− 2νx sin2(1

2κ1∆x))(1− 2νy sin2(1
2κ2∆y))

(1 + 2νx sin2(1
2κ1∆x))(1 + 2νy sin2(1

2κ2∆y))
.

Además, este esquema impĺıcito es de segundo orden respecto a ∆t, ∆x y ∆y, ya que
su error de truncamiento es O[(∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2].
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APÉNDICE E

Códigos Computacionales

A continuación se muestran los códigos computacionales creados para los ejemplos vistos
en el presente trabajo, estos fueron realizados en el ambiente de MATLABr versión 7.0.

Ejemplo de la solución de un problema directo y Ejemplo 2.1.1, págs. 12 - 14.

problema inverso.m

% Parámetros de un modelo de imagen óptica en 1-D.

gama = 0.05;

C = 1/(gama*sqrt(2*pi));

% Construcción del Kernel (Aplicando Cuadratura del punto medio).

x = 0: 0.018:1;

h=1/length(x);

for i = 1:length(x)

for j= 1:length(x)

K(i,j)= h*C*exp(-(((i-j)*h)^2)/(2*(gama)^2));

end

end

% Solución exacta del sistema discreto Kf = d (función fuente).

f_ver = f(x);

% Datos (imagen borrosa) con y sin ruido

d = K*(f_ver’); % datos sin ruido

for i = 1:length(x) % construcción de los datos con ruido

j = rand;

if j < 0.5

d1(i,1) = d(i,1) + rand*0.01;

else

d1(i,1) = d(i,1) - rand*0.01;

end

end

% Gráfica el Problema directo

figure(1)

plot(x,f_ver’,’-r’,x,d,’--g’,x,d1,’ob’);

grid on

axis([0 1 -0.2 1.2]);

xlabel(’x’)

title([’Problema directo, n = ’,int2str(length(x))],’Color’,’b’)

legend(’función fuente f exacta’,’d_{true} = K*f (datos sin ruido)’,

’d = d_{true} + eta (datos con ruido)’)

% Resuelve el problema inverso usando SVD

[U,S,V] = svd(K);

f1 = V*(S^-1)*(U’)*d1;

% Gráfica el Problema inverso sin regularización

figure(2)

plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’--g’);

grid on

xlabel(’x’)

ylabel(’f(x)’)

title({[’Problema inverso, n = ’,int2str(length(x))],[’datos d con ruido’]},

’Color’,’b’)

legend(’función fuente f exacta’,’función fuente f aproximada’)

f.m

function f_ver = f(x)

% Construcción de la función fuente f.

for i =1:length(x)

if ( x(i) >= 0.1 & x(i) <= 0.25 )

f_ver(i) = 0.75;

elseif ( x(i) >= 0.3 & x(i) <= 0.32 )

f_ver(i) = 0.25;

elseif (x(i) >= 0.5 & x(i) <= 1)

f_ver(i) = (sin(2*pi*x(i)))^4;

else

f_ver(i) = 0;

end

end
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Ejemplo 2.2.1, págs. 16 - 17.

svd K.m

% Construcción del Kernel (Aplicando Cuadratura del punto medio).

gama = 0.05;

C = 1/(gama*sqrt(2*pi));

n = input(’\n Número de datos \n’);

x = 0: 1/n:1;

h=1/length(x);

for i = 1:length(x)

for j= 1:length(x)

K(i,j)= h*C*exp(-(((i-j)*h)^2)/(2*(gama)^2));

end

end

% Descomposición en valores singulares (SVD) de la matriz K.

[U,S,V] = svd(K);

% Gráfica los valores singulares de K

i = 1:n;

figure(1)

semilogy(i,S(i,i),’*-r’);

xlabel(’ı́ndice i’)

ylabel(’i-ésimo valor singular’)

title([’Valores singulares de K’],’Color’,’b’)

% Gráfica vectores singulares v_{i}.

j = input(’\n i-ésimo vector singular que desea gráfica \n’);

figure(2)

plot(x,U(:,j)’,’-r’);

grid on

xlabel(’x’)

ylabel({’v_{’,num2str(j),’}’})

title({[’Vector singular v_{’,int2str(j),’}’]},’Color’,’b’)

Ejemplo de regularización TSVD y de regularización de Tijonov, págs. 17 - 22.

problema inverso regularizado.m

% Regulariza el problema inverso por medio de Tijonov o TSVD.

% Dados K, d, f, x, [U,S,V] = svd(K)

metodo = input(’\n Qué método de regularización desea usar,

presione 1 para "TSVD" o 2 para "Tijonov".\n’);

alfa=input(’\n Ingrese el valor umbral

(parámetro de regularización).\n’);

f1 = zeros(length(x),1);

%Método de Regularización

for i = 1:length(x)

w = regularizacion(S(i,i), alfa, metodo);

f1 = (w*(1/S(i,i))*(U(:,i)’*d1)*V(:,i)) + f1;

end

% Gráfica la solución regularizada.

plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b’);

grid on

axis([0 1 -0.2 1.2]);

%axis(axis);

xlabel(’x’)

ylabel(’f(x)’)

title([’Problema inverso regularizado, n = ’,int2str(length(x)), ’,

alfa = ’, num2str(alfa)],’Color’,’b’)

legend(’función fuente f exacta’, ’función fuente f aproximada’)

errores.m

% Regulariza el problema inverso.

metodo = input(’\n Qué método de regularización desea usar,

presione 1 para "TSVD" o 2 para "Tijonov" \n’);

alfa = 0.0000001:0.00000025:0.1;

% Obtiene la norma del error.

for j = 1:length(alfa)

f1 = zeros(length(x),1);

for i = 1:length(x)

w = regularizacion(S(i,i), alfa(j), metodo);

f1 = (w*(1/S(i,i))*(U(:,i)’*d1)*V(:,i)) + f1;

end

err(j) = norm(f1-f_ver’);

end

% Gráfica la Norma de la solución del Error

% del método de Regularización.

figure(2)

semilogx(alfa,err)

axis(axis);

xlabel(’alfa’)

ylabel(’||error||’)

title([’Norma de la Solución del Error’],’Color’,’b’)

Ejemplo 2.2.2, págs. 26 - 27.

error ruido.m

% Dados K, d, d1, f, x, [U,S,V] = svd(K)

% d := datos sin ruido, d1 := datos con ruido

eta = d-d1;

delta = norm(eta); % nivel del ruido

p = input(’\n Cuanto vale p, 0 < p < 2 \n’);

alfa = (delta)^p; % parámetro de regularización

%Regularización del problema inverso.

metodo = input(’\n Qué método de regularización desea usar,

presione 1 para "TSVD" o 2 para "Tijonov".\n’);

f1 = zeros(length(x),1);

e_ruido = zeros(length(x),1);

for i=1:length(x)

w = regularizacion(S(i,i), alfa, metodo);

e_ruido = (w*(1/S(i,i))*(U(:,i)’*eta)*V(:,i)) + e_ruido;

f1 = (w*(1/S(i,i))*(U(:,i)’*d1)*V(:,i)) + f1;

end

norma_e_ruido = norm(e_ruido)

% Gráfico de la solución regularizada.

plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b’);

grid on

axis([0 1 -0.2 1.2]);

xlabel(’x’)

ylabel(’f(x)’)

title({[’Problema inverso regularizado,’],[’n = ’,int2str(length(x)),

’, alfa = ’, num2str(alfa)]},’Color’,’b’)

legend(’función fuente f exacta’, ’función fuente f aproximada’)
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error ruido p.m

% Dados K, d, d1, f, x, [U,S,V] = svd(K)

% d := datos sin ruido, d1 := datos con ruido

eta = d-d1;

delta = norm(eta); %nivel del ruido

p = 0.0001:0.0001:1.9999;

% Regulariza el problema inverso.

metodo = input(’\n Qué método de regularización desea usar,

presione 1 para "TSVD" o 2 para "Tijonov".\n’);

for j = 1:length(p)

alfa(j) = (delta)^p(j);

alfa_p(j) = alfa(j)^((2-p(j))/2*p(j));

e_ruido = zeros(length(x),1);

for i=1:length(x)

w = regularizacion(S(i,i), alfa(j), metodo);

e_ruido = (w*(1/S(i,i))*(U(:,i)’*eta)*V(:,i)) + e_ruido;

end

norm_e_ruido(j) = norm(e_ruido); %norma del ruido

end

%Gráfica la norma del ruido vs alpha^((2-p)/p).

plot(norm_e_ruido,alfa_p,’-r’);

grid on

axis([0 0.18 0 1.1]);

axis(axis);

xlabel(’||e_{alpha}^{ruido}||’)

ylabel(’alfa^{(2-p)/(2p)}’)

title({[’||e_{alpha}^{ruido}|| vs alfa^{(2-p) / 2p},’],[’n = ’,

int2str(length(x)),’, 0 < p < 2, Regularización.’]},’Color’,’b’)

Ejemplo 2.2.3, págs. 35 - 38.

regularizacion descenso maximo.m

% Regularización iterativa.

% Dados K, d1, f, x

% d1:= datos con ruido.

tao = input(’\n ¿Qué valor desea darle a tao, tal que

0 < tao < 1/ ||K||^2\n?’);

iter = input(’\n ¿Cuántas iteraciones desea? \n’);

fo = zeros(length(x),1); % solución inicial.

% Resuelve por medio de Descenso Máximo.

f1 = desc_max(K,d1,fo,tao,iter);

% Gráfico de la solución regularizada

plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b’);

grid on

axis([0 1 -0.2 1.2]);

xlabel(’x’)

ylabel(’f_k(x)’)

title([’Problema inverso regularizado (Descenso Máximo), k = ’,

int2str(iter), ’, tao = ’, num2str(tao)],’Color’,’b’)

legend(’función fuente f exacta’, ’función fuente f aproximada’)

desc max.m

function f = desc_max(K,d,fo,tao,iter)

% Método de Descenso Máximo

% gradJ := J’, K := Kernel

% fo := valor inicial de f

% iter := numero de iteraciones

% tao -> f_{n+1} = f_{n} - tao*J’(f_{n})

f = fo;

for i = 1:iter

gradJ =(K’*K*f - K’*d);

f = f - tao*gradJ ;

end

errorDM.m

% Regularización iterativa.

% (Descenso Máximo)

% Dados K, d1, f, x

% d1 := datos con ruido.

tao = input(’\n ¿Qué valor desea darle a tao, tal que

0 < tao < 2/ ||K||^2\n’?);

iter = 1:20:10001;

for j = 1:length(iter)

fo = zeros(length(x),1);

f1 = desc_max(K,d1,fo,tao,iter(j));

err(j) = norm(f1-f_ver’,inf); % norma del error

end

% Gráfico de la norma del error vs número de iteraciones.

semilogx(iter,err,’*-r’)

axis(axis);

xlabel(’Iteración k’)

ylabel(’||error||’)

title([’Norma de la Solución del Error, Descenso Máximo,

tau =’,num2str(tao) ],’Color’,’b’)

Ejemplo 3.4.1, pág. 66.

regularizacion Gradiente Conjugado.m

% Regularización por Gradiente Conjugado

% Dados K, d1, f, x

% d1 := datos con ruido.

fo = zeros(length(x),1); %punto inicial

iter = input(’\n Número de iteraciones \n’);

% Método de GC

alfa = input(’\n Qué valor desea darle a alpha \n’);

K1 = K’*K + alfa*eye(length(x),length(x));

d11 = K’*d1;

f1 = grad_conj2(K1,d11,fo,iter);

% Gráfico de la solución regularizada

plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b’);

grid on

axis([0 1 -0.2 1.2]);

xlabel(’x’)

ylabel(’f_k(x)’)

title([’Problema inverso regularizado (Gradiente Conjugado), k = ’,

int2str(iter)], ’Color’,’b’)

legend(’función fuente f exacta’, ’función fuente f aproximada’)
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grad conj2.m

function f = grad_conj2(K,d,fo,ni)

% ni = número de iteraciones

go = K*fo - d; % gradiente inicial.

dir_o = -go; % dirección de búsqueda inicial.

for k=1:ni

r = K*dir_o; % Vector auxiliar

s = dir_o’*r; % Escalar auxiliar

a = (go’*dir_o) / s;% parámetro de búsqueda lineal

f = fo - a*dir_o; % actualización de la solución aproximada

g = go - a*r; % actualización del gradiente

b = g’*r/s; % Calculo de beta_k

dir = g - b*dir_o; % actualización de la dirección conjugada

go = g;

fo = f;

dir_o = dir;

end

error GC.m

% Regularización iterativa

% (Gradiente Conjugado)

% Dados K, d1, f, x

% d1 := datos con ruido.

alfa = input(’\n Qué valor desea darle a alpha \n’);

K1 = K’*K + alfa*eye(length(x),length(x));

d11 = K’*d1;

iter = 1:1:10;

for j = 1:length(iter)

fo = zeros(length(x),1);

f1 = grad_conj2(K1,d11,fo,iter(j));

err(j) = norm(f1-f_ver’,inf);

end

figure(1)

semilogx(iter,err,’.-r’)

axis(axis);

xlabel(’Iteración k’)

ylabel(’||error||’)

title([’Norma de la Solución del Error, CG’ ],’Color’,’b’)

Ejemplo 3.4.2, págs. 67-68.

regularizacion Precondicionador Gradiente Conjugado.m

% Regularización por Gradiente Conjugado con Precondicionador (PGC)

% Dados K, d1, f, x

% d1 := datos con ruido.

fo = zeros(length(x),1); %punto inicial

iter = input(’\n Número de iteraciones \n’);

% Matriz precondicionadora

alfa = input(’\n Qué valor desea darle a alpha \n’);

K1 = K’*K + alfa*eye(length(x),length(x));

d11 = K’*d1;

M = matriz_precond(K1);

% Método de PGC

f1 = pre_grad_conj(K1,d11,fo,M,iter);

% Gráfico de la solución regularizada

plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b’);

grid on

axis([0 1 -0.2 1.2]);

xlabel(’x’)

ylabel(’f_k(x)’)

title([’Problema inverso regularizado (PGC), k = ’,

int2str(iter)], ’Color’,’b’)

legend(’función fuente f exacta’, ’función fuente f aproximada’)

pre grad conj.m

function f = pre_grad_conj(K,d,fo,M,iter)

go = K*fo - d; % gradiente inicial.

for q = 1:length(fo)

ro(q,1) = go(q)/M(q,q);

end

dir_o = ro; %% dirección de búsqueda inicial.

dot0 = go’*ro;

for i=1:iter

w = K*dir_o; % Vector auxiliar

a = (dot0) / (dir_o’*w); % parámetro de búsqueda lineal

f = fo - a*dir_o; % actualización de la solución aproximada

g = go - a*w; % actualización del gradiente

for q = 1:length(fo)

r(q,1) = g(q)/M(q,q);

end

dot = g’*r;

b = dot/dot0; % Calculo de beta_k

dir = r + b*dir_o; % actualización de la dirección conjugada

go = g;

fo = f;

r0 = r;

dir_o = dir;

dot0 = dot;

end

error PGC.m

% Regularización iterativa

% Gradiente Conjugado con Precondicionador (PGC)

% Datos K, d1, f, x

% d1:= datos con ruido.

alfa = input(’\n Qué valor desea darle a alpha \n’);

K1 = K’*K + alfa*eye(length(x),length(x));

d11 = K’*d1;

iter = 1:1:10;

% Matriz precondicionadora

M = matriz_precond(K1);

for j = 1:length(iter)

fo = zeros(length(x),1);

f1 = pre_grad_conj(K1,d11,fo,M,iter(j));

err(j) = norm(f1-f_ver’,inf);

end

figure(2)

semilogx(iter,err,’.-r’)

axis(axis);

xlabel(’Iteración k’)

ylabel(’||error||’)

title([’Norma de la Solución del Error, PCG’ ],’Color’,’b’)
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Ejemplo 4.2.1, págs. 75-80.

GC EDP cuadratura.m

n_f = input(’\n Número de términos para la serie de Fourier \n’);

T = input(’\n Valor de la temperatura final T que desea. \n’);

l = input(’\n Valor final del intervalo [0, l] \n’);

alfa = input(’\n Que valor alfa desea para la regularización de

Tijonov (K^{T}*K + a*I)f = K^{T}*g \n’);

q = input(’\n Número de subdivisiones en el intervalo [0,l] \n’);

% Cuadratura del punto medio

h= l/q;

for i = 1:q

x(i) = (i - (1/2))*h;

end

%Construcción del Kernel

a = 1; % coeficiente de difusión

for i = 1:q

for j= 1: q

K(i,j) = 0;

for n = 1:n_f

K(i,j) =

(sin(n*pi*(i-(1/2))/q)*sin(n*pi*(j-(1/2))/q)*exp(-T*((n*pi*a)/l)^(2))) + K(i,j);

end

K(i,j) = (2/q)*K(i,j);

end

end

% Valor conocido u(x,T) = g(x)

% (La función se puede construir con ó sin ruido)

g = g1_edp(x,n_f,T);

% Condición inicial analı́tica

% phi(x) = u(x,0)

f_ver = phi_cond_i(x);

% Solución sin regularización de Tijonov.

fi_o = zeros(q,1); %punto inicial

iter = input(’\n Número de iteraciones. \n’);

f1 = grad_conj2(K,g,fi_o,iter);

% Gráfico de la solución sin regularización de Tijonov

figure(2)

plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’:b’);

grid on

xlabel(’x’)

ylabel(’fi_k(x)’)

title({[’Problema inverso u_t = u_xx (GC),’],[’Solución sin

regularización y con ruido en los datos.’]}, ’Color’,’b’)

legend(’función fuente fi exacta’,’función fuente fi aproximada’)

% Solución con regularización de Tijonov

tol = %input(’\n Que tolerancia desea? \n’);

T_K = K’*K + alfa*eye(q,q);

T_g = K’*g;

[norma,iter,F] = grad_conj(T_K,T_g,fi_o,tol);

[n_1,n_2] = size(F);

norma = norm(f_ver-F(n_1,:)’);

err_rel = norma/(norm(f_ver)) % error relativo de la solución aprox.

% Gráfico de la solución sin regularización de Tijonov

figure(3)

plot(x,f_ver’,’-r’,x,F,’-.’,x,F(n_1,:),’:b’);

grid on

axis([0 1 -0.1 0.6]);

xlabel(’x’)

ylabel(’fi_k(x)’)

title({[’Problema inverso u_t = u_xx (GC),’],[’e.r.=’,

num2str(err_rel), ’, k = ’, int2str(iter),’, alpha=’,

num2str(alfa),’, T=’, num2str(T)]}, ’Color’,’b’)

legend(’función fuente fi exacta’,’función fuente fi aproximada’)

g1 edp.m

function g = g1_edp(x,n_f,T)

for i= 1: length(x)

g(i,1) = 0;

for n = 1:n_f

g(i,1)=(sin(n*pi/2)/(n^2))*exp(-T*((n*pi)^2))*sin(n*pi*x(i))

+ g(i,1);

end

g(i,1) = (4/(pi^2))*g(i)+ rand*0.000000115; % g(x) con ruido

end

% Gráfico de u(x,t) = g(x)

figure(1)

plot(x,g);

grid on

xlabel(’x’)

ylabel(’g(x)=u(x,t)’)

title({[’Solución de u_t = u_{xx} (GC) al tiempo T,’],

[’u(x,T) = g(x), n =’,int2str(length(x))]}, ’Color’,’r’)

phi cond i.m

function f_ver = phi_cond_i(x)

for i = 1:length(x)

if x(i)<= 0.5

f_ver(i,1) = x(i);

elseif x(i)>0.5

f_ver(i,1) = 1-x(i);

end

end

grad conj.m

function [norma,iter,F] = grad_conj(K,d,fo,tol)

F(1,:) = fo;

go = K*fo - d; %% gradiente inicial.

dir_o = -go; %% dirección de búsqueda inicial.

iter=0;

norma=norm(go);

while (norm(go) > tol)

r = K*dir_o; % Vector auxiliar

s = dir_o’*r; % Escalar auxiliar

a = (go’*dir_o) / s; % parámetro de búsqueda lineal

f = fo - a*dir_o; % actualización de la solución aproximada

g = go - a*r; % actualización del gradiente

b = g’*r/s; % Calculo de beta_k

dir = g - b*dir_o; % actualización de la dirección conjugada

go = g;

fo = f;

dir_o = dir;

iter = iter+1;

F(iter+1,:)= fo;

end

norma=norm(g);
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Ejemplo 4.3.1, págs. 83-87, y Ejemplo 4.3.2, págs. 87-91

GC EDP cuadratura.m

%% % Parámetros de la doble suma (series de Fourier) %%%

m_f = input(’\n Número de términos para la serie de Fourier

(parámetro x) \n’);

n_f = input(’\n Número de términos para la serie de Fourier

(parámetro y) \n’);

%% % Temperatura final %%%

T = input(’\n Que valor de la temperatura final T desea. \n’);

%% % Longitud del cuadrado [0,L_1]x[0,L_2], 0<=x<=L_1, 0 <=y<=L_2.

L_1 = input(’\n Valor final del intervalo [0, L_1], 0<=x<=L_1. \n’);

L_2 = input(’\n Valor final del intervalo [0, L_2], 0<=y<=L_2. \n’);

%% % Partición de los intervalos [0,L_1], [0,L_2].

M = 40; % subdivisiones en el intervalo [0,L_1]

N = 40; % subdivisiones en el intervalo [0,L_2]

%% % Parámetros de discretización (cuadratura del punto medio)

h= L_1/M;

k= L_2/N;

for i = 1:M

x(i) = (i - (1/2))*h;

end

for j = 1:N

y(j) = (j - (1/2))*k;

end

%% % Construcción del operador K, donde K*phi=g(x,y,T)

a = 1;% coeficiente de difusión

for i = 1:M;

for j = 1:N;

for l = 1:M;

for p = 1:N;

r = (j-1)*M + i ;

s = (p-1)*M + l ;

K(r,s) = 0;

for m = 1:m_f

for n = 1:n_f

K(r,s) =

sin(m*pi*(l-(1/2))/M)*sin(n*pi*(p-(1/2))/N)

*sin(m*pi*(i-(1/2))/M)*sin(n*pi*(j-(1/2))/N)

*exp(-(a^2)*((m*pi/L_1)^2 + (n*pi/L_2)^2)*T)

+ K(r,s);

end

end

K(r,s) = (4/(M*N))*K(r,s);

end

end

end

end

%% % Temperatura final u(x,y,T) = g(x,y)

%%% CASO M = N

%% Resuelve para la condición inicial "peaks" o la piramide.

figure(1);

[g,fi_ver_cuad] = picos_piramide(160,160,L_1,L_2,T);

%% Malla gruesa

g_int = interpola(g);

%% Interpolación lineal

for i = 1:M

for j = 1:N

g_cuad(i,j) = (g_int(i,j) + g_int(i+1,j) + g_int(i,j+1)

+ g_int(i+1,j+1))/4;

end

end

disp(’Presione enter para continuar.’)

pause

for i = 1:M

for j = 1:N

r = (j-1)*M + i;

g_K(r,1) = g_cuad(i,j);

end

end

%% % Solución del sistema K*fi = g_K

fi_o = ones(M*N,1); %%punto inicial

tol = input(’\n Qué tolerancia desea? \n’);

%%% Regularización de Tijonov

alfa = input(’\n Que valor alfa desea usar para la regularización de

Tijonov (K^{T}*K + a*I)f = K^{T}*g \n’);

% Resuelve (K’*K + alfa*I)*fi = K’*g_k

T_K = K’*K + alfa*eye(M*N,M*N);

T_g = K’*g_K;

% Resuelve el sistema (K’*K + alfa*I)*fi = K’*g_k usando GC

figure(3);

iter = input(’\n Número de iteraciones.\n’); % 25 para pirámide,

% 40 para picos.

[e_r_,fhi] = grad_conj_bid(x,y,T_K,T_g,fi_o,iter,alfa,T,fi_ver_cuad);

disp(’Presione enter para continuar.’)

pause

%%%%%%%%%%%% Grafica de la diferencia puntual entre %%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% la condición inicial exacta (con ruido)%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% y la aproximada por regularización. %%%%%%%%%%%%

dif_puntual = abs(fhi - fi_ver_cuad);

figure(4);

surf(x,y,dif_puntual);

%axis([0 1 0 1 0 6]);

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel(’|fhi - fi_{ver}|’)

title({[’Diferencia puntual entre’],[’la condición inicial exacta

(con ruido)’],[’y la recuperada por regularización.’]},

’Color’,’b’)

disp(’Presione enter para continuar.’)

pause

%%%%%%%%%%%% Curvas de nivel %%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% la condición inicial exacta (con ruido) %%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% y la aproximada por regularización. %%%%%%%%%%%%

figure(5);

contour(x,y,fi_ver_cuad,50);

xlabel(’x’); ylabel(’y’)

title({’Curvas de Nivel de la condición inicial exacta (con

ruido)’}, ’Color’,’r’)

figure(6);

contour(x,y,fhi,50);

xlabel(’x’); ylabel(’y’)

title({’Curvas de Nivel de la condición inicial recuperada por

regularización’}, ’Color’,’r’)

figure(7);

contour(x,y,g_cuad,50);

xlabel(’x’); ylabel(’y’)

title({[’Curvas de nivel de g(x,y)’]}, ’Color’,’r’)

disp(’Termina simulación.’)
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picos piramide.m

function [u,fi_ver_cuad] =picos\_piramide(I,J,L_1,L_2,T)

% Método implı́cito de direcciones alternantes en 2-D

% Condiciones de frontera Dirichlet homogéneas

dt = 1e-4 % Paso del Tiempo

N_iter= T/dt; % Número de iteraciones

dx = L_1/I; % delta x

dy = L_2/J; % delta y

nux = dt/dx^2;

nuy = dt/dy^2;

% Construcción de la malla bidimensional

x = (0:dx:L_1)’;

y = (0:dy:L_2)’;

%%%%%%% CONDICIONES INICIALES %%%%%%%

% CASO 1: Una condición inicial suave con valores positivos y

% negativos.

% En este caso deberá escogerse I = J

%u = abs(peaks(I+1));

%fi_ver = u ;

% CASO 2: Una condición inicial no suave para mostrar el

% principio del máximo

% I y J pueden escogerse en forma arbitraria

u = piramide(x,y,L_1,L_2);

fi_ver = u ;

% Gráfica de la condición inicial

figure(1);

surf(x,y,u)

xlabel(’X’)

ylabel(’Y’)

disp(’Presione enter para continuar.’)

pause

%%%%%%%%%%%% EMPIEZA CONDICIÓN INICIAL %%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% MALLA GRUESA %%%%%%%%%%%%%%%%

% Gráfico de la condición inicial en malla gruesa

% y puntos de la cuadratura.

% Cuadratura del punto medio

h= L_1/40;

k= L_2/40;

for i = 1:40

x1(i) = (i - (1/2))*h;

end

for j = 1:40

y1(j) = (j - (1/2))*k;

end

fi_ver_int = interpola(fi_ver);

fi_ver_cuad = zeros(40,40);

for i = 1:40

for j = 1:40

fi_ver_cuad(i,j) = (fi_ver_int(i,j) + fi_ver_int(i+1,j) +

fi_ver_int(i,j+1) + fi_ver_int(i+1,j+1))/4;

end

end

figure(1)

surf(x1,y1,fi_ver_cuad);

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel(’fhi_{exact}(x,y)=u(x,y,0)’)

title({[’Condición Inicial Exacta’]}, ’Color’,’r’)

disp(’Presione enter para continuar.’)

pause

u_cuad = zeros(40,40);

t_1 = 0;

%%%%%%%%%%%% TERMINA CONDICIÓN INICIAL %%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% MALLA GRUESA %%%%%%%%%%%%%%%%

% Calculo de los coeficientes e(i) en el algoritmo de Thomas.

% ex(i) son los coeficientes para los sistemas tridiagonales en la

% dirección x,

% ey(j) son los coeficientes para los sistemas tridiagonales en la

% dirección y

nuxm = 0.5*nux;

ex(1) = 0;

for i = 2:I

ex(i) = nuxm/(1+nuxm*(2-ex(i-1)));

end

nuym = 0.5*nuy;

ey(1) = 0;

for j = 2:J

ey(j) = nuym/(1+nuym*(2-ey(j-1)));

end

% Arreglo auxiliar para almacenar cálculos intermedios

unew = zeros(I+1,J+1);

% figure(2);

% ITERACIONES EN EL TIEMPO

for n = 1:N_iter

% Se comienza resolviendo los SISTEMAS TRIDIAGONALES EN LA DIRECCIÓN X

for j = 2:J % Se resuelve un sistema tridiagonal para cada j

fx(1) = 0;

for i = 2:I % Algoritmo de Thomas

d = (1-nuy)*u(i,j) + 0.5*nuy*(u(i,j-1) + u(i,j+1));

fx(i) = (d + nuxm*fx(i-1))/(1+nuxm*(2-ex(i-1)));

end

unew(I+1,j) = 0; % Condición de frontera homogénea en x = L_1

for i = I:-1:2

unew(i,j) = fx(i)+ex(i)*unew(i+1,j);

end

unew(1,j) = 0; % Condición de frontera homogénea en x = 0

end

u = unew; % Actualización para ir a la otra dirección

% Se continua para resolver los

% SISTEMAS TRIDIAGONALES EN LA DIRECCIÓN Y

for i = 2:I % Se resuelve un sistema tridiagonal para cada i

fy(1) = 0;

for j = 2:J % Algoritmo de Thomas

d = (1-nux)*u(i,j) + 0.5*nux*( u(i-1,j)+u(i+1,j) );

fy(j) = (d + nuym*fy(j-1))/(1+nuym*(2-ey(j-1)));

end

unew(i,J+1) = 0; % Condición de frontera homogénea en y = L_2

for j = J:-1:2

unew(i,j) = fy(j)+ey(j)*unew(i,j+1);

end

unew(i,1) = 0; % Condición de frontera homogénea en y = 0

end

u = unew; % Actualización para avanzar en las iteraciones en el

% tiempo

%%%%%%%%%%%% ANIMACIÓN MALLA GRUESA g(x,y,T) %%%%%%%%%%%%%%%%

u_int = interpola(u);

for i = 1:40

for j = 1:40

u_cuad(i,j) = (u_int(i,j) + u_int(i+1,j) + u_int(i,j+1) +

u_int(i+1,j+1))/4;

end

end

figure(2);

surf(x1,y1,u_cuad);

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel(’g(x,y)=u(x,y,T)’)

t_1 = t_1 + dt;

title({[’Solución de u_t = u_{xx} (GC) al tiempo T =’,

num2str(t_1), ’,’],[’u(x,y,T) = g(x,y)’]}, ’Color’,’r’)

M(n) = getframe;

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function u = condin(I,J)

u = zeros(I+1,J+1);

i1 = I/4;

j1 = J/4;

i = i1-2:i1+3;

j = j1-2:j1+3;

u(i,j) = 1;

i = 3*i1-2:3*i1+3;

j = 3*j1-2:3*j1+3;

u(i,j) = 1;

return
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interpola.m

function u = interpola(v)

k = 0;

h = 1/40;

u = zeros(41,41);

for i = 1:4:161

k = k + 1;

l = 0;

for j = 1:4:161

l = l + 1;

u(k,l) = v(i,j);

end

end

x = 0:h:1; y = x;

grad conj bid.m

function [err_rel,fi] = grad_conj_bid(x,y,K,d,fo,n_it,alfa,T,fi_ver)

fi=zeros(length(x),length(y));

go = K*fo - d; %% gradiente inicial.

dir_o = -go; %% dirección de búsqueda inicial.

iter=0;

norma=1;

for k=1:n_it

r = K*dir_o; % Vector auxiliar

s = dir_o’*r; % Escalar auxiliar

a = (go’*dir_o) / s; % parámetro de búsqueda lineal

f = fo - a*dir_o; % actualización de la solución aproximada

g = go - a*r; % actualización del gradiente

b = g’*r/s; % Calculo de beta_k

dir = g - b*dir_o; % actualización de la dirección conjugada

go = g;

fo = f;

dir_o = dir;

iter = iter+1;

norma = norm(go);

%%% ANIMACIÓN

for l = 1:length(x)

for p = 1:length(y)

s = (p-1)*length(x) + l;

fi(l,p) = f(s);

end

end

norma = norm(fi_ver - fi);

err_rel = norma/(norm(fi_ver));

surf(x,y,fi);

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel(’fhi(x,y)=u(x,y,T)’)

title({[’Problema Inverso u_t = u_{xx} (GC),’],[’e.r.=’,

num2str(err_rel),’, k = ’,int2str(iter), ’, alpha=’,

num2str(alfa),’, T=’, num2str(T)]}, ’Color’,’b’);

M(k) = getframe;

pause(.5);

end

norma=norm(g);

piramide.m

function z = piramide(x,y,L_1,L_2)

m = length(x);

n = length(y);

z=zeros(m,n);

for j = 1:((n+1)/2)

for i = 1:((m+1)/2)

if (x(i)>=y(j)) & ((1-x(i)) >= y(j))

z(j,i) = 2*y(j);

z(j,m+1-i) = z(j,i);

z(n+1-j,i) = z(j,i);

z(n+1-j,m+1-i) = z(j,i);

elseif (x(i)>=y(j)) & ((1-x(i)) <= y(j))

z(j,i) = 2*(1-x(i));

z(n+1-j,i) = z(j,i);

z(j,m+1-i) = z(j,i);

z(n+1-j,m+1-i) = z(j,i);

elseif (x(i)<=y(j)) & ((1-x(i)) <= y(j))

z(j,i) = 2*(1-y(j));

z(n+1-j,i) = z(j,i);

z(j,m+1-i) = z(j,i);

z(n+1-j,m+1-i) = z(j,i);

elseif (x(i)<=y(j)) & ((1-x(i)) >= y(j))

z(j,i) = 2*x(i);

z(j,m+1-i) = z(j,i);

z(n+1-j,i) = z(j,i);

z(n+1-j,m+1-i) = z(j,i);

end

end

end
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